
 

 

 
Kapitola 3 

 

Aproximácia funkcií neurónovými 

sieťami 
 

  



 

TÉMY 
 

 mapovanie 

 meranie presnosti aproximácie funkcií 

 Kolmogorovova existenčná teoréma o mapovaní neurónovými sieťami 

 trénovanie a pretrénovanie 

 vzájomné overovanie („cross validation“) 

 k-násobné vzájomné overovanie („k-fold cross validation“ ) 
 
 



 

PREDNÁŠKA 
 

 aproximácia (mapovanie, mapping) pomocou neurónových sietí 
 
o približná implementácia ohraničeného mapovania (funkcie) 

qp RRAf :  

o pomocou učenia s príkladmi      ,...,...,,,, 2211 kkdxdxdx  

o príklady mapovania f  sú generované výberom vektorov kx  náhodne z 

množiny A  podľa danej hustoty pravdepodobnosti  xP  

o  kk f xd   
  



 

• meranie presnosti aproximácie funkcií 

  prostredie: x ,  xP  
 

  učiteľ:      ,...,...,,,, 2211 kkdxdxdx , kde  kk f xd   
 

 

 výstupný vektor siete:   wxy ,F
 

 

 miera chyby:   wxFd ,,J
 

 

o  
J

 vedie k chybovému povrchu 
  



 

 Kolmogorovova existenčná teoréma o aproximácii neurónovými sieťami 
 
 

Ak je daná ľubovoľná spojitá funkcia   qp
Rf 1,0:  
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tak f  môže byť presne implementovaná trojvrstvovou doprednou neurónovou 

sieťou, ktorá má p  prvkov vo vstupnej vrstve,  12 p  prvkov v skrytej vrstve a q  
prvkov vo výstupnej vrstve. 

 
 
Vstupná vrstva: distribuuje vstupný vektor x  
Skrytá vrstva: prvky implementujú aktivačnú funkciu: 
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kde   - reálna konštanta 
   - spojitá reálna monotónne rastúca funkcia 

  - racionálne číslo  0  
  - ľubovoľne zvolená kladná konštanta 
 

Výstupná vrstva: prvky majú aktivačnú funkciu 
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kde funkcie ig  qi ,,2,1   sú reálne a spojité 
 

 funkcia  = ?  konštanta  = ?  funkcia g  = ? 

 existenčná teoréma 

 účinnejší výsledok  univerzálna aproximačná teoréma 
 
  



 

 

 trénovanie a pretrénovanie 
o  pretrénovanie: overtraining, overfitting 

 
DOSTUPNÉ DÁTA 

TRÉNOVACIA MNOŽINA VALIDAČNÁ MNOŽINA TESTOVACIA MNOŽINA 
 

 



 

o  je to: 
 jav (fenomén) 
 kritérium zastavenia učenia!!! – názov má vzájomné overovanie („cross 

validation“) 
o Matlab: „early stopping“ 

  



 

 k-násobné vzájomné overovanie („k-fold cross validation“) 
 

 generovanie rozdielnych trénovacích množín 

 k-násobné delenie dát (k-fold data split) 
o k rôznych podmnožín 
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APROXIMÁCIA FUNKCIÍ (MAPOVANIE) NEURÓNOVÝMI SIEŤAMI 
 
Mapujúce neurónové siete [Hech90] riešia približnú implementáciu ohraničeného 
mapovania alebo funkcie f A R Rp q:    z ohraničenej podmnožiny A  p -
rozmerného euklidovského priestoru do ohraničenej podmnožiny  f A  q -
rozmerného euklidovského priestoru za pomoci učenia s príkladmi 

     x y x y x y1 1 2 2, , , , , , , k k tohto mapovania, kde  y xk kf . Pre naše účely 
predpokladáme, že tieto príklady mapovania f  sú generované výberom vektorov xk  
náhodne z množiny A  podľa danej hustoty pravdepodobnosti   A  (   je nulové 
mimo A ). Tiež predpokladáme, že po učení bude sieť použitá pre vektory x  náhodne 
vybraté podľa   A . 
 
3.1 Meranie presnosti aproximácie funkcií 
 
Predpokladajme, že neurónová sieť sa adaptuje modifikovaním synaptických váh a nie 
modifikáciou spojení. Keď je vektor x  privedený do neurónovej siete, výstupný vektor 
označíme ako  Y x w, , kde w  je váhový vektor celej siete. Pre meranie presnosti siete 
potrebujeme porovnať aktuálny výstup siete  Y x w,  so správnym výstupom  f x  
cez veľký počet testovacích vzoriek. 

Pre testovanie presnosti siete potrebujeme nové náhodne vybraté príklady 

     x y x y x y1 1 2 2, , , , , , , k k  odlišné od príkladov použitých pre učenie. Túto množinu 
príkladov pre testovanie nazývame testovacia množina (“test set”). Tieto príklady 
musia byť odlišné preto, lebo ak by sme použili rovnaké príklady pre učenie aj 
testovanie, zistili by sme iba ako dobre sa sieť naučila príklady pre učenie. Nás však 
zaujíma, ako dobre sa sieť naučila aproximovať funkciu pre ľubovoľné hodnoty x . 
Predpokladáme, že testovacia množina je nekonečne veľká. 
Ak je daná sieť a testovacia množina, sieť môže byť testovaná porovnaním jej výstupu 
so správnou hodnotou funkcie. Každé jednotlivé vyhodnotenie siete pre jeden príklad 
sa nazýva testovacia skúška (“testing trial”). Nech  x yk k,  je príklad použitý pre k -tu 
testovaciu skúšku, t.j.  y xk kf . Opäť predpokladáme, že xk  je vybratý náhodne z 
množiny A  podľa danej hustoty pravdepodobnosti  . Teraz môžeme definovať výraz 
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J

k
 je štvorec aproximačnej chyby siete pre k -tu testovaciu skúšku. Predpokladáme, 

že vektor w  je počas testovania konštantný, váhy vtedy nemajú možnosť adaptácie. 
Stredná kvadratická chyba siete  J w  (“mean-square error”) je definovaná ako 
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za predpokladu, že táto limita existuje ( N  je počet testovacích príkladov). Alternatívne 
môžeme  J w  definovať ako 
 

        J f d
A

w x Y x w x x  ,
2

      (3.3) 

 
Stredná kvadratická chyba je dobre definovaná pre väčšinu neurónových sietí. 
Vlastnosťou  J w  je, že pri náhodnom výbere testovacích príkladov podľa   nezáleží 
na tom, ktoré príklady použijeme. Limita v (3.2) bude takmer vždy konvergovať k 
rovnakej hodnote, ak je N  veľké. Jedna z možností, ako určiť veľkosť testovacej 
množiny je skúšať stále väčšie testovacie množiny až pokiaľ stredná kvadratická chyba 
začne konvergovať k pevnej hodnote. Treba však poznamenať, že stredná kvadratická 
chyba ako meradlo správania sa siete nie je vhodné vždy. Ale praktické implementácie 
vhodnejších meradiel neexistujú. Preto je mnoho neurónových sietí zviazaných so 
strednou kvadratickou chybou. 
 

 
 
Obr. 3.1 Typický chybový povrch 
 

Ako je zrejmé, stredná kvadratická chyba  J w  je funkciou váhového vektora 
w  vyhodnocovanej neurónovej siete.  J w  môžeme teda považovať za funkciu 
(povrch) nachádzajúcu sa nad váhovým priestorom, J  je výška povrchu pre váhový 
vektor w . Táto funkcia je známa ako chybový povrch (“error surface”) neurónovej 
siete. J  je nezáporná funkcia, typický chybový povrch je na obr. 3.1. Je zrejmé, že 
cieľom je nájsť také váhy, ktoré minimalizujú J . Typickým prípadom je, že minimum 
J  nie je nulové, pretože neurónová sieť nie je schopná presne implementovať žiadané 
mapovanie. Teda minimálna hodnota J  je J

min
 0 . Ak môžeme nájsť váhový vektor 

w , pre ktorý  J Jw 
min

, potom neurónová sieť najlepšie aproximuje mapovanie. 
Štruktúra chybového povrchu je rozhodujúcim faktorom pre mnohé neurónové siete. 
 
3.2 Trénovanie a pretrénovanie 
 
Jedným zo závažných problémov pri aproximácii funkcií je, že vo väčšine prípadov 
nemáme k dispozícii nekonečné množstvo trénovacích a testovacích príkladov. Ak by 
takéto množstvo bolo k dispozícii, sieť musí byť trénovaná čo najväčším počtom 



 

príkladov. Jednou z možností, ako si byť istý, že množiny sú dostatočne veľké, je ukázať, 
že postupné zvyšovanie veľkosti týchto množín už neovplyvňuje správanie sa siete. 
Inou cestou je testovať činnosť siete pre trénovaciu aj testovaciu množinu a presvedčiť 
sa, že tak pre trénovaciu ako aj testovaciu množinu sú výsledky rovnaké. Avšak takýto 
prípad je pomerne zriedkavý, a preto musíme riešiť problém, keď máme k dispozícii iba 
malé množstvo príkladov (na tomto mieste treba pripomenúť, že ak je množstvo 
údajov príliš malé, techniky neurónových sietí jednoducho nebudú pracovať). 
Najlepším postupom je začať vytvorením testovacej množiny. Tá musí obsahovať pokiaľ 
možno čo najviac príkladov, ktoré sa môžu vyskytnúť. Touto množinou potom 
testujeme činnosť siete (samozrejme, sieť na túto množinu nebola trénovaná, od siete 
požadujeme schopnosť generalizácie). Na trénovacej množine teda sieť trénujeme 
a testovacou množinou je testujeme. 

Nečakaným javom pre niektoré neurónové siete je pretrénovanie 
(“overtraining”). Typický prípad možno vidieť na obr. 3.2. Chyba siete, ak berieme do 
úvahy iba trénovaciu množinu, neustále klesá. To je bežný prípad pre mnohé siete. 
Počas trénovania musíme učenie v periodických intervaloch zastavovať, váhy nechať 
konštantné a zmerať správanie sa siete pre trénovaciu testovaciu množinu. Z obr. 3.2 
vidíme, že chyba pre testovaciu množinu spočiatku klesá, ale potom začne opäť stúpať. 
Je teda zrejmé (a vyznačené aj na obrázku), kedy treba trénovanie zastaviť. Pre siete, 
ktoré netrpia pretrénovaním (napr. samoorganizujúca sa mapa) sa činnosť siete počas 
procesu učenia zlepšuje monotónne. Pre tieto siete nie je teda potrebné vytvárať 
trénovaciu testovaciu množinu. Najlepším postupom je jednoducho použiť pri 
trénovaní všetky dostupné údaje. 
 
 

 
 
Obr. 3.2 Ilustrácia pretrénovania 
 
 Takéto správanie sa sietí nie je len názov javu (pretrénovanie) ale aj podstata 
techniky tzv. vzájomného overovania („cross validation“). Dokonalejšou verziou 
vzájomného overovania je tzv. k-násobné vzájomné overovanie („k-fold cross 
validation)“, kedy dostupné dáta rozdelíme na k podmnožín a k-krát zopakujeme 
postup, že trénujeme na trénovacej množine pozostávajúcej z k-1 podmnožín 



 

a testujeme na k-tej podmnožine, pričom testovaciu množinu postupne obmieňame 
od prvej až po k-tu. 

Poznámka k názvosloviu: závisí od autora konkrétneho literárneho zdroja či 
softvérového produktu, akú terminológiu použije. Často sa namiesto pojmu testovacia 
množina používa pojem validačná (overovacia) množina.  
Často sa používa aj prístup, že dostupné dáta rozdelíme na tri množiny – trénovaciu, 
overovaciu a testovaciu. Pomocou trénovacej množiny trénujeme, pomocou 
validačnej množiny sledujeme pretrénovanie a na záverečné zhodnotenie činnosti 
siete sa použije testovacia množina. Takto je možné zhodnotiť činnosť siete na 
„nezávislej“ množine (testovacej) a nie na takej, pre ktorú mala sieť počas trénovania 
najmenšiu chybu (validačnej). 
 
3.3 Kolmogorovova existenčná teoréma o mapovaní neurónovými sieťami 
 
 Problematikou aproximácie funkcií neurónovými sieťami (nelineárneho 
vstupno-výstupného mapovania) sa zaoberá napr. Kolmogorovova existenčná teoréma 
[Hech90]: 
 

Ak je daná ľubovoľná spojitá funkcia  f R
p q: ,0 1   (kde 

    0 1 0 1 11 2, , , , ,
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ix x x R x i p       x   pre ),  f x y , tak f  

môže byť presne implementovaná trojvrstvovou doprednou neurónovou sieťou, 

ktorá má p  prvkov vo vstupnej vrstve,  2 1p   prvkov v skrytej vrstve a q  prvkov 

vo výstupnej vrstve. 

 
Prvky vstupnej vrstvy jednoducho distribuujú vstupný vektor x  pre prvky v 

skrytej vrstve. 
 Prvky skrytej vrstvy implementujú nasledovnú aktivačnú funkciu: 
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kde reálna konštanta   a spojitá reálna monotónne rastúca funkcia   sú nezávislé na 
f  (hoci závisia od p ). Konštanta   je racionálne číslo 0    , kde   je ľubovoľne 

zvolená kladná konštanta. 
Prvky výstupnej vrstvy majú nasledovnú aktivačnú funkciu: 
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        (3.5) 

 
kde funkcie gi  i q 1 2, , ,  sú reálne a spojité (a závisia od f  a  ). 
 To je všetko, čo je podľa tejto teorémy známe. Žiadny konkrétny príklad funkcie 



 

  a konštanty   nie je známy. Nie je známy žiadny príklad funkcie g . Dôkaz tejto 
teorémy nehovorí, ako tieto veličiny nájsť. Je to striktne existenčná teoréma. Hovorí 
nám, že takáto trojvrstvová dopredná sieť musí existovať, ale nehovorí, ako ju nájsť. 
Existujú však aj účinnejšie výsledky, napr. univerzálna aproximačná teoréma, ktorou sa 
ešte budeme zaoberať. 
 


