Kapitola 4

Perceptron a viacvrstvovy
perceptron



V4

TEMY

Perceptron (jednovrstvovy)
e algoritmus ucenia
e /inedrna a nelinedrna separovatelnost

Viacvrstvovy perceptron (MLP, multilayer perceptron)
e algoritmus spdtného Sirenia chyb (backpropagation algorithm, error-
backpropagation algorithm, BP alg.)
o odvodenie algoritmu pre vystupny neuron
o odvodenie algoritmu pre skryty neuron
e vysvetlenie spdtného Sirenia chyb
e sigmoiddlna nelinearita
e rychlost ucenia
e momentova technika
e vzorkovy a davkovy mod
e sumarizacia algoritmu spdtného sirenia



tipy pre lepsiu cinnost BP algoritmu
generalizacia
aproximdcia funkcii
univerzalna aproximacna teoréma
univerzalna aproximdcia
MLP s viacerymi skrytymi vrstvami
teoréemy o aproximacnych schopnostiach MLP
navrh MLP
o napr. velkost trénovacej mnoZiny pre bindrny klasifikator
dalsie sposoby trénovania MLP
o premenliva rychlost ucenia, konjugovany gradient, Levenberg—
Marquardt



= zjednodusovanie sieti - network pruning:
O pouziva sa aj pre iné siete, nielen pre MLP

1. rast siete (network growing)

= kaskddova korelacia (cascade correlation)
2.zmensovanie siete (network pruning)

= (tim vadh (weight decay)

= elimindcia vdah (weight elimination)

= optimal brain damage
3.iné

= evolucné algoritmy (evolutionary computing)

o genetické algoritmy




Perceptron (jednovrstvovy), (“single-layer perceptron”)

jednoduchd neurdnova siet pre
klasifikaciu Specialneho typu
vzoriek, ktoré su linedrne
separovatelné

(n) — klasické ucenie korigujuce chybu,
kde 77 je parameter rychlosti
—1 akx(n)eC
2 u€enia, a rozdiel d(n)-y(n)
reprezentuje chybovy signal




= |inedrna a nelinearna separovatelnost

dva rozhodovacie regiony oddelené hyperrovinou definovanou rovnicou

Zp:wixi -0=0
=1

Trieda C,

nadrovina

(hyperplane) .
Trieda C, \

Rozhodovacia hranica
WX, +W,X,-0=0

Linedrna separovatelnost - dvojrozmerné vstupy, dve triedy



Ucenie Perceptrénu

o iteracia n: (p+1)-rozmerné vektory vstupov X(n) a vah w(n)

() = L, (05 (e, O], ()= [0, ), ()., ()

odpoved y(n), ziadana odpoved d(n), a parameter rychlosti u¢enia 77 (0<n <1)
o Krok 1 - inicializacia: Nastav W(0)= 0. Potom pre ¢as N=12,... rob

nasledovné kroky.

o Krok 2 - aktivdcia: V ¢ase N prived vstupny vektor x(n) a ziadany odpoved

d(n).

o Krok 3 - vypocet aktudlnej odpovede:

Y(n) =3Sgn [WT (n)x(n)_ , sgn je funkcia signum.

o Krok 4 - adaptdcia vahového vektora:

w(n+1)=w(n)+7d(n)-y(n)k(n)

kde
+1 akx(n)eC,

d(n):{—l ak x(n)e C,

o Krok 5: Inkrementuj N a chod na krok 2.

~

klasické ucenie korigujuce chybu,
kde 7] je parameter rychlosti
u€enia, a rozdiel d(n)-y(n)
reprezentuje chybovy signal




=  este linedrna a nelinearna separovatelnost

Linedrne separovatelné vzory
(rozhod. plochy su nadroviny)

Nelinedrne separovatelné vzy




e moznosti pouzitia perceptronu analyzovali Minsky a Papert 1969
e perceptron nie je schopny (okrem inych logickych funkcii) implementovat ani
funkciu XOR (exclusive or)

e vyskum v oblasti neurdnovych sieti je ukoneny na mrtvom bode
e pre neuronove siete nasledovali “tiché roky” do polovice osemdesiatych rokov

e 1986: PDP group, viacvrstvovy perceptron trénovany algoritmom spatného
Sirenia



Viacvrstvovy perceptron (MLP, multilayer perceptron)
¢ niekedy aj siet so spatnym Sirenim (backpropagation network, BP network)
e dopredna siet (viacvrstvova) trénovana algoritmom spatného Sirenia (chyb)
e algoritmus spatného Sirenia chyb (backpropagation algorithm, error-
backpropagation algorithm, BP alg.)

e jedna alebo viacero skrytych vrstiev vypoctovych prvkov

o o
Yoo Sale S0

ol el
LY

Vstupna Prva Druhda  Vystupna
vrstva skryta skrytd  vrstva
vrstva vrstva

Viacvrstvovy perceptron s dvomi skrytymi vrstvami (uplne prepojend siet)



e hladka nelinearita pre kazdy neurdn (t.j. vSade diferencovatelna)
e najCastejsSie sigmoidalna nelinearita - napr. logisticka funkcia

1

Yi

:1+exp(—vj)

e funkcné a chybové signaly:

— FunkCné signdly
« Chybové signély

o Funkcny signal je signal, ktory prichadza zo vstupu siete, Siri sa dopredne
neurdn po neurone az sa objavi na vystupe siete ako vystupny signal.

o Chybovy signal vznika vo vystupnych neurdnoch siete a Siri sa spatne vrstvu
po vrstve po sieti (iba pocas trénovania).



Algoritmus spatného Sirenia (chyb) — (error) backpropagation algorithm
Pripad I: Neuron j je vystupnym neuronom

Yo=-1

o(.)

Neuro6n j
(vystupny)

e chybovy signal na vystupe neurénu J: € (n): dj(n)_ Yi (n)



A
ce\n)=— e \n
e suma okamZitych kvadratickych chyb: ( ) 2 Jez;‘ J4|( ) €~ mnoZina vystupnych neurénov

1 N
Eay Iﬁzg(n)

n=1

i N — pocet vzoriek (prikladov) trénovacej mnoziny

o 5(”) alebo €av - kriterialna funkcia — minimalizujeme vzhladom na vahy

e priemerna kvadraticka chyba:

e minimalizujme g(n) - Upravy vah sa robia na zaklade chyb pocitanych pre kazdu
vzorku privedenu do siete



Yo=-1

¢()

y;(n)

d,(n)

Neuron j
(vystupny)

e Uprava AWji(n)Z Umernd okamzZitému gradientu 55(”)/5Wji(n)



retazové pravidlo ©
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j ﬁej(n) _ 5y,~(n) 0 (v (n)) i _ yi(n)
2y,(n) ovy(n)~ oWy (n)
J=(n) ,
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aNji (n) J ( )¢J ( J ( ))yl ( ) znamienko minus

lokalny gradient

znamena gradientovy
zostup po chybovom
povrchu




AWji(n): 770, (n)yi (n)

uprava parameter lokalny vstupny signal
vahy | =] rychlosti ucenia || gradient | -| neurdnu j
Aw;(n) T 5;(n) vi(n)

® neuron j:

1. je vystupnym neuronom - Ziadana odpoved je pre vystupné neurdny priamo

dostupna 5,(n)=¢;(n; (v, (n))

2. je skrytym neurdnom - Ziadana odpoved je nedostupna

PROBLEM! — ale odpoved dava algoritmus spatného $irenia:
Chybovy signdl pre skryty neuron musi byt vypocitany rekurzivne podla chybovych
signdlov neuronov, s ktorymi je priamo spojeny



Pripad Il: Neuron j je skrytym neuronom

YO=_1

Yo=-1

Yj(n) ij(n

o()

Neuron j
(skryty)

e |okalny gradient pre skryty neurdn:

o(.)

Neuron k

Je(n)
e opat retazové pravidlo: éyj(n) - Zek (n)

k

(vystupny)
o é’g(n) @’j(n)
=3 o)

> ek(n)



e ... (dalSie upravy)

6;(n) = ¢}(Vj(”))§5k(”)wkj(”)

Kvysvetlenie spatného Sirenia chyb: \
\ : | O(
. 7
. % 7

0=l (1 0 0, ) 0]




Sumarizacia:

w;;(n+1)=w,(n)+Aw;(n)

AWji(n): 1o; (n)Yi (n) vahy

Aw,(n)

rychlosti uc¢eni gradient | - | neurdnu j

uprava parameter lokalny vstupny signal
= a .
7 5;‘ (n) Yi (n )

® neuronj:
1.je vystupnym neuronom - Ziadana odpoved je pre vystupné neurdny priamo

dostupna
_ /
5;(n)=¢;(n)g; (Vj (n))
2. je skrytym neurbnom - ziadana odpoved' je nedostupna

5;(n) = ¢; (Vj (”))Zkl5k(”)wkj(”)

vahovana suma lokalnych gradientov pre neurdény
v dalSej skrytej alebo vystupnej vrstve, ktoré su
spojené s neuréonom j



e dve fazy vypoctu

1)dopredna faza
o synaptické vahy sa nemenia
p je celkovy pocet | o funkéné signaly siete sa pocitaju postupne neurdén po neurdéne
vstupov neuronu j

= dopredna faza vypoctu zacCina v prvej skrytej vrstve privedenim
vstupného vektora a konci sa vo vystupnej vrstve urcenim chybovych
signalov pre vsetky vystupné neurdny



2)spatna faza
o zaCina vo vystupnej vrstve siete, z nej sa chybové signaly Siria spatne

postupne vrstvu po vrstve a rekurzivne sa pocitaju lokalne gradienty o
pre kazdy neurdn

O upravuju sa vahy

Aw (n)= 1o, (”)yf (”)



e sigmoidalna nelinearita

o vypocet lokdlnych gradientov O - treba vediet derivaciu aktivaénej funkcie
o jedina podmienka pre aktivacnu funkciu — diferencovatelnost
o napr. logisticka funkcia:

¥;(n)= 9, (Vj(”)) .

T4 exp(- v, (n))




" neurdn — vystupny:



O hajviac su upravované vahy tych neurdnov so sigmoidalnou nelinearitou,
ktorych vystupné hodnoty su v strede svojho rozsahu
o toto prispieva k stabilite ucenia
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e rychlost ucenia

o parameter rychlosti u¢enia 7/ :
= velmi mala hodnota - malé zmeny vah siete, hladka trajektoria vo
vahovom priestore, ucenie siete velmi pomalé
= prilis velkd hodnota — velké zmeny vah, mo6ze to viest k nestabilite



e momentova technika algoritmu spatného Sirenia

Aw; (n) = 16,(n)y;(n) + e Aw;(n 1)

e U -zvyéajne kladné &islo - momentovd konstanta
o pre konvergenciu u¢enia ma platit

Oﬁ‘a‘<l

e metdda pre zvysenie rychlosti ucenia
e predidenie nestability ucenia

e MOZNOST zabranit procesu u¢enia skong¢it v lokalnom minime



e vzorkovy a davkovy maéd ucenia
o vzorkovy maod ucenia - vahy upravované po kazdej prezentacii vzorky

o davkovy mod ucenia - vahy sa upravuju az po privedeni vsetkych vzoriek
trénovacej mnoziny (t.j. po kazdej epoche)

epocha (cyklus) je privedenie
uplnej trénovacej mnoziny

O najcCastejsSie sa vyuziva vzorkovy mod Cinnosti:
" menej pamate pre kazdu vahu
* moznost sieti prezentovat vzorky v ndhodnom poradi - moze
zamedzit ukonceniu ucéenia v lokdlnom minime

o davkovy mad ¢innosti umoznuje presne urcit gradientovy vektor

o vyber médu zavisi od konkrétnej ulohy



Zhrnutie algoritmu spatného Sirenia
Ucenie viacvrstvového perceptronu algoritmom spatného Sirenia je

ilustrované na obrazku [Haykin,1994]. Zahrfia doprednu fazu vypoctu a aj
fazu spatného Sirenia chyb.
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Oznacenie v tomto obrdazku je nasledovné:
W(')véhov{/ vektor neurdnu vo vrstve |
oV prah neurdnu vo vrstve |
v vektor vnutornych aktivit neurénov vo vrstve |
y(') vektor funkénych signalov neurénov vo vrstve |
I indexvrstvy, | =0...L, | =0 prevstupntia | = L pre vystupnu vrstvu
8" vektor lokalnych gradientov neurénov vo vrstve |

e chybovy vektor, jeho prvky su €,€,,...,€,

UvaZujme vzorkovy mdd ¢innosti. Pre trénovacie Udaje {[x(n),d(n)],n =12,..., N} algoritmus
prechadza nasledovnymi cyklami:
Krok 1 - inicializdcia: Nastav vahy a prahy siete na malé nahodné cisla.
Krok 2 - prezentdcia trénovacich udajov: Prived do siete trénovacie priklady, ktoré tvoria jednu
epochu. Pre kazdy priklad rob postupnost doprednych a spatnych vypoctov podla bodov 3 a 4.
Krok 3 - dopredny vypocet: Dodaj sieti trénovaci priklad [x(n),d(n)] Pocitaj funkéné signdly

siete pre jednotlivé neurény:
() = S )y ()
j “ ji i

kde pre i =0 je y(()'fl)(n) =-1a WE'O)(n) = Hf')(n). Ak je sigmoidalnou nelinearitou logisticka

funkcia, potom
0)(n) = !
i) 1+ exp(—vg')(n))

Ak | = 0, potom nastav ygo)(n) = xj(n) ,ak | = L, potom nastav yEL)(n) = oj(n).

Potom pocitaj chybovy signal

e;(n)=d;(n)-0;(n)
Krok 4 - spéitnd fdza vypoctu: Pocitaj lokdlne gradienty O siete, postupne od vystupnej smerom
k vstupnej vrstve:

5,"(n) =€ (n)o,(m[1-0,(m)}
pre neurdn j vo vystupnej vrstve L
5 (n) =y (m[ L=y} ()X &l (n)wy (n),
k
pre neurdn j v skrytej vrstve |
Uprav vahy vo vrstve | :

w(n+1) = wi’(n) + a[wgi')(n) —wi(n- 1)] + 76" (n)y"(n)

ji
kde 77 je parameter rychlosti uenia a & je momentova konstanta.
Krok 5 - jiterovanie: Iteruj vypocet prezentovanim novych epoch trénovacich prikladov, pokial sa
vahy siete nestabilizuju a priemerna kvadraticka chyba &,, je v minime alebo v akceptovatelne

malej hodnote. Poradie prezentacie trénovacich prikladov by sa malo pre rozne epochy
ndhodne menit. Momentova konstanta a parameter rychlosti uéenia sa s rasticim poctom
iteracii upravuju (zvy€ajne znizuju).



Tipy pre lepsiu ¢innost BP algoritmu
sigmoiddalna aktivacna funkcia moze byt nesymetricka — napr. tgh

hodnoty Ziadanych odpovedi pre neurény vystupnej vrstvy mozu byt z intervalu,
ktory ma hranice posunuté o hodnotu # od hranic pévodného rozsahu
e napr. pre logisticku funkciu namiesto (0,1) vyuzijeme ( £ ,1- 1)

inicializacia vah a prahov siete - rovhomerne rozlozené hodnoty v malom rozsahu

parameter rychlosti ucenia 77 moze mat mensiu hodnotu pre posledné vrstvy siete

e plati tieZ, Ze neurédny s mnohymi vstupmi by mali mat mensiu hodnotu 77 ako
neurdny s malym poctom vstupov

pre on-line ¢innost velkych sieti je vhodnejsi vzorkovy méd cinnosti - rychlejsie
trénovanie
nahodné poradie vzoriek pre jednotlivé epochy trénovania



Generalizacia

e spravanie siete bude spravne pre vstupno-vystupné testovacie data, ktoré neboli
pouzité pocas trénovania

e neurdnova siet - nelinedrne vstupno-vystupné mapovanie
e spravna generalizacia a negeneralizovanie:

x - trénovacie data x - trénovacie data
o - generalizicia o - generalizicia

/.

vystup

e

vystup

nelinedrne
mapovanie

-

nelinearne
mapovanie

vstup vstup

pretrénovana siet —
memorovanie bez schopnosti
generalizovat



Matlab

e nndllfa — aproximacia funkcii

e nndl1llgn — ukazka generalizacie

e nnd12sd1 — ukazka najstrmsieho zostupu pomocou alg. spatného Sirenia

e nnd12sd2 - ukazka najstrmsieho zostupu pomocou alg. spatného Sirenia



Univerzalna aproximacna teoréma

Nech ¢() je nekonstantnd, ohrani¢end, monotdnne rastuca, spojitd funkcia. Nech
|, je p-rozmernd jednotkovd hyperkocka [01]. Nech c(1,) znamend priestor

spojitych funkcii na 1,. Potom ak je dand lubovolnd funkcia f <c(l,) a €>0, tak
existuje celé &islo M a mnoZina redinych konstént «..6,w,, kde 1=1...M ¢
] =1...,p takych, e mézeme definovat
M p
F(Xl’---’xp):_zllai(p(zwijxj_eij (*)

ako aproximdciu funkcie f(:); t.j.
‘F(xl,..., xp)— f(xl,..., xp] <&
pre vsetky {Xl""’xp}e l,.

e Tato teoréma je priamo aplikovatelna na viacvrstvovy perceptron.

e Logisticka funkcia 1/[1+exp(—v)] pouzita ako nelinearita pre model neurdnu
viacvrstvového perceptronu je nekonstantna, ohranicena, monoténne rastuca,
spojitd funkcia - splfia podmienky kladené na funkciu ¢(').



e Rovnica (*) reprezentuje vystup viacvrstvového perceptronu opisaného
nasledovne:
o siet ma p vstupnych prvkov, jednu skrytd vrstvu s M neurénmi, vstupy su

b
o skryty neurdn i ma synaptické vahy {Wil""’wip } a prah ¢,

o vystup siete je linearna kombinacia vystupov skrytych neurdnov, kde @;,...,ay
definuju koeficienty tejto kombinacie



e MLP s viacerymi skrytymi vrstvami

e MLP s 1 skrytou vrstvou:
o globdlnainterakcia neurdnov - je tazké vylepsit aproximaciu v jednom bode

bez zhorSenia aproximacie vinom bode

® MLP s 2 skrytymi vrstvami:.
o Prva skryta vrstva — extrakcia lokalnych priznakov

Niektoré neurény prvej skrytej vrstvy delia vstupny priestor do oblasti
(podpriestorov) a iné neurdny tejto vrstvy sa ucia lokalne priznaky
charakterizujuce tieto regiony.

o Druha skryta vrstva — extrakcia globalnych priznakov

Neurdny druhej skrytej vrstvy kombinuju vystupy neurdnov prve;j
skrytej vrstvy pracujucich na podpriestore vstupnych dat a ucia sa
globalne priznaky pre tento podpriestor; mimo neho nereaguju.



Univerzalna aproximacia

Aproximacia funkcie pomocou viacvrstvového perceptronu trénovaného algoritmom
spatného Sirenia s jedinym vystupnym prvkom sa moZe zapisat v nasledovnom
kompaktnom tvare:

Schéma do seba vnorenych

F(X, W) =@ Zwoj 7 ijk(p (0[2 W, X, j nelinedrnych funkcii, v pripade
j k i

sigmoidalnych funkcii sa nazyva
“nested sigmoidal scheme”

o €0() je sigmoidalna aktivacna funkcia.

o Wy je synapticka vaha z neurénu ] v poslednej skrytej vrstve do vystupného
neurénu O a tak dalej pre iné synaptické vahy

e X je i-ty prvok vstupného vektora X

Vahovy vektor W sa vztahuje na celd mnozinu synaptickych vah zoradenych podla
vrstvy, potom podla neurdnov vo vrstve, a potom podla poradovéeho Cisla vahy v
neurone.

Takato schéma je univerzalnym aproximdtorom - viacvrstvovy perceptron trénovany
algoritmom spatného Sirenia moze aproximovat [ubovolnu spojitu funkciu do poZzadovaného
stupna presnosti za predpokladu, zZe k dispozicii je dostatocne vela skrytych neurénov.






Vystup MLP konfiguracie 1-2-1




Teorémy o aproximacnych schopnostiach MLP

* any continuous function (1 variable or more) on a
compact set can be approximated to any accuracy by a

linear combination ofsigmoids

— -> function approximation
* [ for example: K.Hornik et al. Multilayer Feedforward

Networks are Universal Approximators, Neural Networks, Vol.
2, pp 359-366 (1989) ]

* trained with f(x) = 1 for signal and = O for background,
the NN function approximates the probability of signal
knowing x

— -> classification (cf Neyman-Pearson test)
* [for example: D.W.Ruck et al. The Multilayer Perceptron as an
Approximation to a Bayes Optimal Discriminant Function, IEEE

Transactions on Neural Networks, Vol. 1, nr 4, pp 296-298
(1990) ]

http://atlas.web.cern.ch/Atlas/GROUPS/SOFTWARE/INFO/Workshops/9905/slides/thu.7/talk mai99.pdf



http://atlas.web.cern.ch/Atlas/GROUPS/SOFTWARE/INFO/Workshops/9905/slides/thu.7/talk_mai99.pdf
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DalSie sposoby trénovania MLP - premenliva rychlost uéenia, konjugovany gradient,
Levenberg—Marquardt

* nnd12vl
» Variable learning rate backpropagation demonstration
* You can improve the performance of the steepest descent algorithm if you allow
the learning rate to change during the training process. An adaptive learning
rate attempts to keep the learning step size as large as possible while keeping
learning stable. The learning rate is made responsive to the complexity of the
local error surface.
* nnd12mo
» Momentum backpropagation demonstration
* Momentum allows a network to respond not only to the local gradient, but also
to recent trends in the error surface. Acting like a lowpass filter, momentum
allows the network to ignore small features in the error surface. Without
momentum a network can get stuck in a shallow local minimum. With
momentum a network can slide through such a minimum.



* nnd12ls
» Conjugate gradient line search

* nndl2cg

» Conjugate gradient backpropagation demonstration

* The basic backpropagation algorithm adjusts the weights in the steepest descent
direction (negative of the gradient), the direction in which the performance
function is decreasing most rapidly. It turns out that, although the function
decreases most rapidly along the negative of the gradient, this does not
necessarily produce the fastest convergence.

* In the conjugate gradient algorithms a search is performed along conjugate
directions, which produces generally faster convergence than steepest descent
directions. This section presents four variations of conjugate gradient algorithms.

* In most of the training algorithms discussed up to this point, a learning rate is used
to determine the length of the weight update (step size). In most of the conjugate
gradient alqgorithms, the step size is adjusted at each iteration. A search is made
along the conjugate gradient direction to determine the step size that minimizes
the performance function along that line. There are five different search functions
included in the toolbox, and these are discussed in Line Search Routines.




* nnd12m
» Marquardt backpropagation demonstration

* nnd12ms
» Marquardt step



Levenberg-Marquardt

Like the quasi-Newton methods, the Levenberg-Marquardt algorithm was
designed to approach second-order training speed without having to compute

the Hessian matrix. When the performance function has the form of a sum of
squares (as 1s typleal in training feedforward networks), then the Heszian
matrix can be approximated as

H=Ja

and the gradient can be computed as
g = JT'E

where J 15 the Jacobian matrix that contains first derivatives of the network
errors with respect to the weights and biases, and e is a vector of network
errors. The Jacobian matrix can be computed through a standard

backpropagation technique (see [HaMe%4]) that 1s much leas complex than
computing the Hessian matrix.




The Levenberg-Marquardt algorithm uses this approximation to the Hessian
matrix in the following Newton-like update:

-1
5., = 5[0 d+pl] Je

When the scalar p 1s zero, this 15 just Newton's method, using the approximate
Hesslan matrix. When u 1s large, this becomes gradient descent with a small
step size. Newton's method 1s faster and more accurate near an error
minimum, 2o the aim 12 to shift toward Newton's method as quickly as poasible.
Thus, p is decreazed after each successful step ireduction in performance
function) and 1s increased only when a tentative step would increase the

performance funetion. In this way, the performance function is alwaysa reduced
at each iteration of the algorithm.

zdroj: Matlab — dokumentacia



e nntool
e neural network toolbox
e napr.
o net=newff([-1 2; 0 5],[3,1],{'tansig’,'purelin'},'traingd’);

e nftool
e Neural Network Fitting Tool
o load housing

on fto O | Meural Metwork Fitting Tool

Select Data
m‘! What inputs and =szociated tangste defing pour pooblam?
Gat Matrices fimm Workspaca Summary
I:I Inputs ane 13%506 represanting 506 sampkes of 13
B Inpul Dala: | P g alEmErE.
@ WLLE e ! 4 I:| Targels am 1x506 rspesen tirg 508 =amples of 1 elemert.
Samples are onented as: () Rows f‘d}l_‘dumnn

Dizta will be nommalized 1o the ranga [-1,1]. The
narmalization infamnation wil ke glored with 1he
natwork ohjeed far fidure refarenca

P Te contimue, click [Hoxt.

% 48 Back || B Mexd J | '\a Cancel |

Takéto tools: podla verzie Matlabu, existuju aj
* nctool - neural network classification tool
* nprtool - neural network pattern recognition tool




Zjednodusovanie sieti - network pruning:

" pouziva sa aj pre iné siete, nielen pre MLP
» ciel — minimalizovat velkost siete pri zachovani spravnej ¢innosti
o mensia siet lepsSie generalizuje

1. rast siete (network growing)
= zacina sa s min. konfiguraciou, potom pridanie novych neurdnov alebo
vrstiev
* napr. kaskadova korelacia (cascade correlation)
o zacina sa s min. konfiguraciou (iba vst. a vyst. vrstva), potom
postupné pridavanie skrytych neurénov
o nie do vrstiev, ale kaskadovanie — pridany neurdon dostava vstupy zo
vstupnej vrstvy a aj od vSetkych dovtedy pridanych neurdnov
o vstupné vahy pridaného neurdnu sa zmrazia, trénuju sa iba vystupné
vahy



2.zmensovanie siete (network pruning)
= (tlm vah (weight decay)
o niektorym vaham v sieti su vnutené hodnoty blizke nule, inym je
dovolené mat velké hodnoty
o vahy sa rozdelia na ,uzitocné” a , prebytocné”
o zmensuje sa pocet vah, nie neurdnov
= eliminacia vah (weight elimination)
O najprv trénovanie, potom odstranenie neuronov
= optimal brain damage ©
O vyuzivaju sa druhé derivacie chybového povrchu

decay — zanik, upadok, hnitie, rozklad, utlm

3.iné
= evolucné algoritmy (evolutionary computing)
o genetické algoritmy
v’ napr. pre uréenie poctu parametrov, na ktoré sa ma pruning
aplikovat (pocas u€enia podla vyvoja vadh a vyvoja generalizacie
siete)



PERCEPTRON A VIACVRSTVOVY PERCEPTRON
4.1 Jednovrstvovy perceptron
Jednovrstvovy perceptréon (“single-layer perceptron”), nazyvany jednoducho perceptron

(“perceptron”) [Ros62], [Hay94], je jednoducha neurdnova siet pre klasifikaciu Specialneho
typu vzoriek, ktoré su linedrne separovatelné.

Obr. 4.1 Jednovrstvovy perceptron

Jednovrstvovy perceptrén zndzorneny na obr. 4.1 pozostdva iba z jediného neurdnu. Takyto
perceptron je schopny klasifikovat vzorky iba do dvoch tried. Ak vystupna vrstva obsahuje viac
neurénov, je mozné Kklasifikovat aj viac tried vzoriek, ktoré vsak musia byt linearne
separovatelné.

Zakladnym prvkom perceptréonu je McCullochov-Pittsov model neurdnu, ktory sa
sklada z linedrneho kombinatora a prahového zariadenia na vystupe. Synaptické vahy
perceptronu su oznacené ako Wy, Wy, W Sumadtor pocita linedrnu kombinaciu vstupov
Xy Xp5eey X, @ berie do Uvahy aj prah €. Tato suma je vstupom do prahového zariadenia;
vystup neurdnu je +1, ak je vstup prahového zariadenia kladny a -1, ak je vstup zaporny.
Vystup linedrneho kombinatora (vstup prahového zariadenia) je teda

V=Zp:vvixi -0 (4.1)

Ulohou perceptronu je klasifikovat vstupy X;,X,,...,X, do jednej z tried C,,C,.
Rozhodovacim pravidlom pre klasifikaciu je priradenie bodu reprezentovaného vstupmi
X11Xy,..., X, do triedy C,, ak vystup perceptronu je +1 a do triedy C,, ak vystup je -1.

Cinnost takéhoto klasifikitora méze ozrejmit graf rozhodovacich regiénov v p-
rozmernom priestore, ktory zahffia p vstupnych premennych Xy Xgyeon Xy V pripade
najjednoduchsieho perceptronu (iba jeden neurdn vo vystupnej vrstve) su definované dva
rozhodovacie regidony oddelené hyperrovinou definovanou rovnicou



iwixi -0=0 (4.2)

i=1

Toto je zndzornené na obr. 4.2 pre pripad dvoch vstupnych premennych X, a X, - v tomto
pripade je rozhodovacou hranicou priamka. Bod (Xl,xz) leZiaci nad hrani¢nou priamkou je
priradeny do triedy C,, bod (Xl,xz) leziaci pod hrani¢nou priamkou je priradeny do triedy
C, . Ulohou prahu @ je posuvat hraniénu priamku vogi pociatku.

X,

Trieda C,

Trieda C,

Rozhodovacia hranica
WX, +W,X,- 0 =0

Obr. 4.2 Linedrna separovatelnost - dvojrozmerné vstupy, dve triedy

Synaptické vahy perceptréonu su upravované iteracne podla algoritmu, ktory teraz uvedieme.
Pouzijeme model perceptrénu z obr. 4.3, ktory je ekvivalentny s obr. 4.1 - podobne ako v prvej

kapitole je prah reprezentovany vahou, ktora dostava konstantny vstup rovnajlici sa -1 a ma
moznost sa adaptovat.

V n-tej iteracii oznacme (p+1)—rozmerné vektory vstupov X(n) a vah W(n) ako

x(n) = [— 1Lx,(n),%,(n).. ..,xp(n)]T , w(n) = [H(n),wl(n),wz(n),. ..,Wp(n)]T, prah
ako H(n) , aktualnu odpoved’ ako y(n), Ziadanu odpoved ako d(n) a parameter
rychlosti u¢enia ako 7 (0 < 7 <1).
Krok 1 - inicializdcia: Nastav W(O) =0.Potom pre ¢as N=12,... preved nasledovné
kroky.
Krok 2 - aktivdcia: V ¢ase n prived vstupny vektor X(n) a zZiadanu odpoved d(n).
Krok 3 - vypocet aktudinej odpovede:

y(n) = sgn[w’ (n)x(n)] (4.3)
kde sgn je funkcia signum.
Krok 4 - adaptdcia vdhového vektora:

w(n +1) = w(n) + 7[d(n) - y(n)]x(n) (4.4)
kde




_ 1 akx(n)eC,
OI(n)_{—l ak x(n) €C,

Krok 5: Inkrementuj n a chod' na krok 2.

(4.5)

Obr. 4.3 Ekvivalentny model perceptronu

Rovnica (4.4) reprezentuje klasické ucenie korigujuce chybu, kde 77 je parameter rychlosti
u¢enia, a rozdiel d(n)— y(n) reprezentuje chybovy signal. Na parameter 7 sa kladu (ako vo
vacSine pripadov pre parametre rychlosti ucenia neurdnovych sieti) dve protichodné
poziadavky: Priemerovanie predchdadzajucich vstupov pre stabilné nastavenie vah vyzaduje
malu hodnotu 77, zatial ¢o rychla adaptdcia vah vyzaduje velké 7.

Vlastnosti perceptrénu boli uvedené pre McCullochov-Pittsov model neurénu, kde

nelinearita je reprezentovana prahovym zariadenim na vystupe neurdnu. Vynara sa otazka, Ci
pre iny druh nelinearity, napr. sigmoidalnej, nebude spravanie perceptréonu lepSie.
Odpovedou je, Ze ¢innost jednovrstvového perceptronu nezavisi od typu nelinearity vyuZitej
v modeli neurénu. Vseobecne plati: Pokial pre jednovrstvovy perceptréon vyuzijeme model
neurdnu, ktory sa sklada z linedrneho kombinatora a nelinedrneho prvku, potom nezavisle od
formy pouzitej nelinearity vie jednovrstvovy perceptron klasifikovat iba linedrne
separovatelné vzorky.
Linedrna separovatelnost vyzaduje, aby vzorky, ktoré sa maju klasifikovat, boli dostatocne
navzajom separované - t.j. musi byt zarucené, Ze rozhodovacimi plochami st hyperroviny.
Prikladom je situacia pre jednovrstvovy perceptron s dvoma vstupmi na obr. 4.4a. Ak vSak
vzorky z tried C, a C, su prili§ blizko seba (obr. 4.4b), potom su nelinedrne separovatelné a
perceptrén nie je schopny klasifikovat ich spravne.

Moznosti pouZitia perceptronu analyzovali Minsky a Papert [Min69]. Ukazali, zZe
perceptrén nie je schopny (okrem inych logickych funkcii) implementovat ani funkciu XOR
(exclusive or), urobili prehlad zlepSeni perceptrénu a poukazali na to, Ze ani tieto zlepSenia
nevedu k spravnym vysledkom. Zhrnutim bolo, Ze vyskum v oblasti neurénovych sieti je
ukonéeny na mrtvom bode. Potom pre neurdénové siete nasledovali “tiché roky” az do
polovice osemdesiatych rokov. Histéria vSak ukazala, Ze takéto zavery su chybné a dnes mame
k dispozicii viacero zlozitejSich modelov neurdnovych sieti prevysSujucich schopnosti
perceptronu. V roku 1986 sa zacal “boom” pre neurdnové siete uvedenim publikacii od PDP
skupiny (“parallel distributed processing”) [Rum86a], kde bol opisany viacvrstvovy perceptron



trénovany algoritmom spatného Sirenia [Rum86b]. Inym silnym a v sucéasnosti velmi
vyuzivanym modelom je RBF siet (“radial basis function network”).

a) b)

Obr. 4.4 a) Linedrne separovatelné vzorky
b) nelinedrne separovatelné vzorky

4.2 Viacvrstvovy perceptron

Teraz sa budeme zaoberat doélezZitou triedou neurdnovych sieti, a to viacvrstvovymi
doprednymi sietami. Takéto siete sa skladaju z vrstvy vstupnych prvkov (vstupnd vrstva), ktoré
distribuuju vstupné signdly do siete, z jednej alebo viacerych skrytych vrstiev vypoctovych
prvkov a z vystupnej vrstvy vypoctovych prvkov. Vstupné signdly sa v sieti Siria doprednym
smerom postupne od vrstvy k vrstve. Takéto neurdnové siete su nazyvané viacvrstvové
perceptrony (“multilayer perceptron”) [Hay94], [Bis96], [Hech90], [Nov92], [Kva97], [Cich93]
(@ takmer kazda publikdcia zaoberajuca sa zakladmi neurdnovych sieti), ktoré su
zovseobecnenim jednovrstvového perceptronu. Viacvrstvové perceptrony sa daju aplikovat
na rieSenie narocnych problémov. Trénuju sa s ucitelom - vyuzivaju populdrny algoritmus
spdtného Sirenia (“backpropagation algorithm”) [Rum86b], ktory je zalozeny na pravidle
ucenia korigujucom chybu.
Viacvrstvovy perceptrén ma niekolko délezitych charakteristik:

e Model kazdého vypoctového neurdnu v sieti obsahuje na vystupe nelinearitu. Velmi
dolezité je, Ze tato nelinearita musi byt hladka (t.j. vsade diferencovatelnd) - toto je zdkladny
rozdiel voéi jednovrstvovému perceptrénu s prahovym zariadenim na vystupe neurdnu.
NajpouzivanejSou formou nelinearity je sigmoidalna nelinearita definovana napr. logistickou
funkciou

1

~Treav) o

Yi

kde v, je droven vnutornej aktivity neurénu | a y; ie jeho vystup. Pritomnost nelinearit je



velmi déleZita, pretozZe inak by sa vstupno-vystupna charakteristika siete dala zredukovat na
jednovrstvovy perceptron.
e Daldou charakteristikou je existencia jednej alebo viac skrytych vrstiev. St to prave skryté
neurdny, ktoré umoznuju sieti naucit sa komplexné ulohy, pretoZe vyberaju zo vstupnych
vzoriek najddlezitejSie priznaky. Nazov skryty neurdn znamend, Ze takyto neurdn nie je
sucastou vstupnej, ani vystupnej vrstvy, Cize zvonku siete je “nepristupny”.
e DoleZitou charakteristikou je tiez vysoky stuperi prepojenia siete, uréeny synapsami siete.

Prave kombinacia tychto troch charakteristik spolu so schopnostou udit sa
skisenostou robi viacvrstvovy perceptron tak vypocétovo silnym prostriedkom. Tieto
charakteristiky su ale aj pri¢inou tazkosti ¢i nedostatkov v sucasnom stave poznatkov o
spravani sa siete. Distribuovand forma nelinearity a vysoka prepojenost siete velmi stazuje
teoreticky analyzu viacvrstvového perceptrénu. Existencia skrytych neurénov robi zase

N
//

problémy pri vizualizacii procesu ucenia.
2 WA
‘VV’ ‘V
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Obr. 4.5 Viacvrstvovy perceptron s dvomi skrytymi vrstvami

Na obr. 4.5 je znazorneny viacvrstvovy perceptrén s dvomi skrytymi vrstvami.
Zobrazena siet je uplne prepojend, ¢o znamena, Ze kazdy neurdn v [ubovolnej vrstve siete je
spojeny so vsetkymi neurdonmi v predchadzajucej vrstve.

—— Funk¢né signdly
“« o Chybové signély

Obr. 4.6 Sirenie funkénych a chybovych signdlov vo viacvrstvovom perceptrone

Na obr. 4.6 je znazornena iba Cast viacvrstvového perceptronu. Mézeme tu vidiet dva
druhy signalov: funkéné a chybové signaly.
e fFunkcny signdl je signal, ktory prichadza zo vstupu siete, Siri sa dopredne neurdn po



neurdne az sa objavi na vystupe siete ako vystupny signal.

e Chybovy signdl vznika vo vystupnych neurdnoch siete a Siri sa spatne vrstvu po vrstve po
sieti (iba pocas trénovania).

Kazdy skryty a vystupny neurdn viacvrstvového perceptrénu robi dva vypocty:

e \Vypocet funkéného signalu, ktory je vystupom neurénu a je vyjadreny ako nelinedrna
funkcia vstupnych signalov a synaptickych vah spojenych s tymto neurénom.

e Vypocet okamzitého odhadu gradientového vektora, t.j. gradientu chybového povrchu
vzhladom na vahy pripojené k danému neurdnu; gradientovy vektor je potrebny pre fazu
spatného Sirenia chyb v sieti.

4.2.1 Algoritmus spatného Sirenia

Chybovy signdl na vystupe neurdnu | pre iteraciu n (Cize pri privedeni n-tej trénovacej
vzorky) je definovany ako

e;(n)=d;(n)-y,(n) (4.7)

pricom predpokladdme, Ze neurén | je vystupnym neurénom, dj(n) je ziadana a yj(n)
aktudlna odpoved.
Mozeme zadefinovat okamZitiu hodnotu kvadratickej chyby pre neurén | ako %ef(n) Ked

spocitame takuto chybu pre vSetky neurdny vo vystupnej vrstve, dostaneme sumu okamzZitych
kvadratickych chyb

o(n) =2 3¢ (n) (a.5)

jeC

kde mnozina C zahfia vSetky neurdny vystupnej vrstvy. Nech N je celkovy pocet vzoriek
trénovacej mnoziny. Potom priemernu kvadraticku chybu dostaneme ako

&, = %Zng(n) (4.9)

n=1

Tato chyba je funkciou volnych parametrov siete, t.j. vah a prahov siete. Pre danud trénovaciu
mnozinu reprezentuje &,, ucelovu (kriteridlnu) funkciu. Cielom ucenia je minimalizovat &,,
vzhladom na vahy. Budeme uvaZovat ucenie, pri ktorom st vahy upravované vzorku po
vzorke, t.j. na zaklade chyb pocitanych pre kazdu vzorku privedent do siete. Takto dostaneme
odhad zmien vah, ktoré by vyplyvali z vypoctu zmien vah na zaklade ¢,, - Cize aZ po privedeni
celej trénovacej mnoziny.

Na obr. 4.7 je zndzorneny vystupny neurén | so vstupnymi signalmi pochadzajdcimi
od neurdnov predchadzajucej vrstvy.



Yo= -1

dy(n)
+
j n _J\
(o) o0 Y e
Neurén j
(vystupny)
Obr. 4.7 Detail vystupného neuronu j
Vnutorna aktivita neurénu | (vstup do nelinearity) je
p
v;(n) = ;Wji(n)yi(n) (4.10)

kde p je celkovy pocet vstupov neurénu | (prah nepocitame) a Wji(n) je synapticka vaha
spajajuca vystup neurdnu I so vstupom neurénu | priiteracii N. Funkény signdl na vystupe
neurdnu | priiteracii n je

yi(n)=o, (vj(n)) (4.11)

Algoritmus spatného Sirenia upravuje vahu Wji(n) o hodnotu AWji(n), ktord je Umernd
okamzitému gradientu ds(n)/ﬁwji(n). Podla retazového pravidla (pravidlo pre vypocet
parcidlnej derivacie zloZenej funkcie) mdzeme tento gradient vyjadrit nasledovne:
og(n)  og(n) Je;(n) Ay;(n) ov;(n)
ow;(n)  Je;(n) 2y;(n) dv;(n) dw;(n)

(4.12)

Gradient ag(n)/&wji(n) urcuje smer pohybu po chybovom povrchu pre védhu Wji(n).
Diferencovanim oboch stran rovnice (4.8) podla ej(n) dostaneme

=¢;(n) (4.13)

— 1 (4.14)



Podobne diferencovanim rovnice (4.11) podla vj(n) dostaneme

= ¢j(v;(n)) (4.15)

kde ¢iarka v hornom indexe znamena diferencovanie podla argumentu.
Nakoniec diferencovanim (4.10) podla Wji(n) dostaneme

% =y;(n) (4.16)

Nn
Dosadenie rovnic (4.13) aZ (4.16) do (4.12) vedie k vztahu

j%f'(‘zf—e,-(n)w;(v,-(n))yi(n) (4.17)

Uprava Aw,(n) sa navéhu w, (n) aplikuje podla delta pravidia

55(n)

; (4.18)
ow;(n)

Aw;(n)=-7

kde 77 je konstanta urcujuca rychlost ucenia - nazyva sa parameter rychlosti ucenia algoritmu
spatného Sirenia. PouZitie znamienka minus v (4.18) znamena gradientovy zostup po
chybovom povrchu. Dosadenie (4.17) do (4.18) vedie k vztahu

Aw;(n) = 15, (n)y;(n) (4.19)

kde 5J. (n) je lokdlny gradient definovany ako

5J(n)z_é)e (n) oy (n) OF’VJ-(I’]) :ej(n)(p;’(vj(n)) (4.20)

Rovnice (4.19) a (4.20) poukazuju na klucovu ulohu chybového signalu ej(n) pri vypocte
Upravy vahy AWji(n) . Tu mdZu nastat dva pripady. Bud neurén | je vystupnym neurénom a
nevznika Ziadny problém, pretoZe Ziadana odpoved je pre vystupné neurdény priamo
dostupna, alebo neurdn | je skrytym neurénom a zZiadand odpoved je prefi nedostupnd. Hoci
Ziadanu odpoved v tomto pripade nepozname, kazidy skryty neurdn nesie svoju Cast
zodpovednosti za chyby na vystupoch siete. Otazkou je, ako dat skrytym neurénom najavo, ze
nesu zodpovednost za nespravne Ci nepresné vystupy siete. RieSenie poskytuje algoritmus
spatného Sirenia.



Pripad I: Neurén | je vystupnym neurénom

V tomto pripade méZzeme neurdnu priviest Ziadanu odpoved. Pre vypocet chybového signalu
e (n) mobzeme poutZit rovnicu (4.7). Po vypocte chybového signalu je jednoduché urcit lokalny
gradient 5j(n) podla (4.20).

Pripad II: Neurén | je skrytym neurénom

V tomto pripade Ziadanu odpoved pre neurdn nepozndme. Chybovy signal pre skryty neurén
musi byt vypocitany rekurzivne podla chybovych signalov neurdnov, s ktorymi je priamo
spojeny. UvaZujme situaciu podla obr. 4.8, kde neurén | je skrytym neurénom.

Yo=-1 Yo=-1

WjO(n) = ej(n) w,(n) = 6,(n)

d,(n)
+
y(m 90) W Y e
Neurén j : . Neur6n k
(skryty) T (vystupny)

Obr. 4.8 Detail vystupného neuronu k spojeného so skrytym neurénom j
Podobne ako v (4.20) je lokalny gradient 5j(n) pre skryty neurén |

i) oy o)
=Gy v~ oy 028

kde sme wvyuzili (4.15). Vypocet parcidlnej derivacie @g(n)/ﬂyj(n) mbze byt urobeny
nasledovne:
Z obr. (4.8) vyplyva, Ze

£(n) = %Zeﬁ(n) (4.22)

keC

kde neurdén K je vystupny. Diferencovanim rovnice (4.22) podla yj(n) dostavame



2¢&(n) oe,(n)
=Ye (n (4.23)
2y, 2oy,
Pouzitim retazového pravidla dostaneme
2¢(n) ae,(n) ov,(n)
=>e (n (4.24)
2y, 2 v, ) 2y, o)
Zobr. 4.8 je zrejmé, Ze
e (n)=d,(n) -y, (n)=d,(n) - ¢ (v (n)) (4.25)
Cize
&M __
20, (0) =—0| (vk(n)) (4.26)

Z obr. 4.8 je tieZ vidiet, Ze

v, ()= 3w, (n)y,(n) 427

i=0

kde q je celkovy pocet vstupov (prah nepoditajic) neurénu K .
Diferencovanie (4.27) podla yj(n) vedie k vztahu

v, (n)
ay;(n)

= w,;(n) (4.28)

Pouzitim (4.26) a (4.28) ur¢ime Ziadanu parcialnu derivaciu

2do)
ay;(n)

= —Zk:ek (i (vie(n))wyg (n) = —Zk:ék (n)w (n) (4.29)

kde sme poutzili definiciu lokalneho gradientu 5j(n) podla (4.20) s indexom k namiesto |.
Dosadenim (4.29) do (4.21) dostaneme lokalny gradient 5j(n) pre skryty neurén |

5,(n)= (p;(vj(n))gdk(n)wkj(n) (4.30)

Clen (pj’(vj(n)) zahrnuty v (4.30) pre vypocet lokdlneho gradientu 5j(n) zavisi iba od



aktivaénej funkcie skrytého neurénu j . Cleny v sumécii cez k zavisia od dvoch faktorov. Cleny
5.(n) vyZaduji znalost vietkych chybovych signdlov e, (n) ktoré lefia v najblizdej
nasledujucej skrytej vrstve neurénu | a su s nim spojené. Cleny ij(n) opisuju synaptické
vahy tychto spojeni.

Zhrnutim vysledkov, ktoré sme dostali pre algoritmus spatného Sirenia, su nasledovné
skutocnosti:
Uprava AWji(n) pre vahu spojenia neurénu | a neurénu j je definovand delta pravidlom

uprava parameter lokalny vstupny signal
vdhy | =| rychlosti ucenia |-| gradient | -| neurdnu j (4.31)
Aw,(n) 7 5,(n) ¥.(n)

(vstupny signal neurénu | je zaroveri vystupnym signdlom neurénu i ).
Lokalny gradient §j(n) zavisi od toho, ¢ neurdn | je skryty alebo vystupny:

e Akje neurdén j vystupny, potom 5j(n) sa rovna sucinu derivacie ¢;(Vj(n)) a chybového
signalu ej(n) podla rovnice (4.20)
e Ak je neurdn | skryty, potom 5j(n) sa rovna sucinu derivacie go}(vj(n)) a vahovanej

sume lokdlnych gradientov pre neurdny v dalSej skrytej alebo vystupnej vrstve, ktoré su
spojené s neurénom | podla rovnice (4.30).

Dve fazy vypoctu
Pri pouziti algoritmu spatného Sirenia su dve fazy vypoctu: dopredna a spatna.

Pri doprednej fdze sa synaptické vahy nemenia, funkéné signaly siete sa pocitaju
postupne neurén po neurdne. Funkény signal na vystupe neurénu | je

y;(n) = ¢(v,(n)) (4.32)

kde vj(n) je uroveri vnatornej aktivity neurénu j definovana ako
p
v,(n) = iji(n)yi(n) (4.33)
i=0

kde p je celkovy pocet vstupov neurénu j (prah nepocitame) a wji(n) je synapticka vaha
spajajica vystup neurénu | so vstupom neurénu j a yi(n) je vstupny signal neurénu |
(vystupny signdl neurénu 1). Ak je neurén | v prvej skrytej vrstve siete, potom sa index i
vztahuje na I -ty vstupny prvok siete, ¢ize

yi(n) = x(n) (4.34)



kde Xi(n) je 1-ty prvok vstupnej vzorky. Ak je neurén | vo vystupnej vrstve siete, potom sa
index J vztahuje na J -ty vystupny prvok siete, ¢ize

y;(n)=0;(n) (4.35)

kde oj(n) je ] -ty prvok vystupnej vzorky. Tento vystup sa porovna so Ziadanou odpovedou
a takto prideme k chybovému signalu ej(n) pre vystupny neurén . Dopredna faza vypoctu
teda zacina v prvej skrytej vrstve privedenim vstupného vektora a konci sa vo vystupnej vrstve
uréenim chybovych signalov pre vietky vystupné neurony.

Spdtnd fdza vypoctu sa zacina vo vystupnej vrstve siete, z ktorej sa chybové signdly
Siria spatne postupne vrstvu po vrstve a rekurzivne sa podita lokalny gradient o pre kazdy
neurdn. Tento rekurzivny proces umozni Upravu vah podla delta pravidla uvedeného v rovnici
(4.31). Pre neurdn vystupnej vrstvy sa O rovna sucinu chybového signélu a prvej derivacie
jeho nelinearity. Vztah (4.31) je teda priamo pouZitelny pre Upravu vah vsetkych spojeni
veducich do vystupnej vrstvy. Ked su uz zndme lokalne gradienty pre neurdny vo vystupnej
vrstve, mdzeme pouzit (4.30) pre vypocet lokalnych gradientov pre neurdny najblizsej skrytej
vrstvy, a teda vypocitat aj zmeny vSetkych vah spojeni vystupnej a najblizsej skrytej vrstvy.
Takyto rekurzivny vypocet pokracuje postupne pre dalSie vrstvy, kde su uz vidy zohladnené
zmeny vah urobené v predchadzajucich vrstvach.

Sigmoiddlna nelinearita

Vypocet lokédlnych gradientov O pre neurdny viacvrstvového perceptronu vyzaduje derivacie
aktivacnych funkcii neurénov. Jedinou podmienkou, ktoru vyZzadujeme pre aktivaénu funkciu
je diferencovatelnost. Prikladom spojito diferencovatelnej nelinedrnej funkcie najcastejsie
vyuZzivanej pre viacvrstvovy perceptrén je sigmoiddina nelinearita, ktorej reprezentantom je
napr. logistickd funkcia. Pre neurdn | jej tvar je

_ 1
1+exp(-v;(n))’

y;(n) =9, (vj(n))

—0 <V,(n) < oo (4.36)

Rozsah funkénych hodnét tejto funkcie je 0< Y; <1. Inym prikladom je hyperbolicky
tangens, ktory je vzhladom k pociatku antisymetricky s rozsahom hodnot —1 < y; < 1.
Diferencovanim oboch stran rovnice (4.36) podla vj(n) dostavame

exp(— v, (n))

0, ) |
[1 +exp(- v, (n))]

é\/j(n) =9 (Vj(n)

(4.37)

Ak pouZzijeme vztah (4.36) na elimindciu ¢lena exp(— V; (n)) z rovnice (4.37), dostaneme

@;(v,(m) = y,(M[L-y,(n)] (4.38)



Pre vystupny neurén j plati y,(n) = 0,(n). Lokalny gradient pre takyto neurén je

&;(n) ej(n)(Pf(VJ‘(n))
d;(n)-o, (n)]oj (n)[l— 0; (n)]

kde oj(n) je vystup neurénu | a dj(n) je jeho Ziadana odpoved. Pre skryty neurén |
moézeme lokalny gradient vyjadrit v tvare

5,(n) =9; (Vj(”))gﬂ(“)wkj(”)
= yj(n)[l— yj(n)]zk:5k(n)wkj(n)

pre vystupny neurén | (4.39)

pre skryty neurén | (4.40)

Derivécia (p;(vj(n)) ma podla rovnice maximum (rovnajuce sa 0.25) pre yj(n) =05
a minimalnu hodnotu rovnajicu sa nule pre yj(n) =0a yj(n) = 1. PretoZe zmena vahy je
Umerna derivacii gp}(vj(n)), najviac su upravované vahy tych neurénov so sigmoidalnou

nelinearitou, ktorych vystupné hodnoty su v strede svojho rozsahu. Prave tato vlastnost
algoritmu spatného Sirenia prispieva k jeho stabilite.

Rychlost uéenia

Algoritmus spatného Sirenia znamend pohyb po chybovom povrchu v priestore vah podla
metody najstrmsieho zostupu. Ak nastavime parameter rychlosti u¢enia 77 na velmi mald
hodnotu, dosledkom budd malé zmeny vah siete a trajektdria vo vdhovom priestore bude
hladka. V tomto pripade vSak bude ucenie siete velmi pomalé. Ak zvolime parameter 77 prilis
velky, zmeny vah budu velké, ¢o vSsak mbze viest k nestabilite.

Jednoduchou metddou pre zvysSenie rychlosti ucenia a zaroven predidenie nestabilite
je momentova technika - zahrnutie momentového ¢lena (“momentum term”) do rovnice
(4.19), ¢o vedie k vztahu

Awj;(n) = n6;(n)y;(n) + 2 Aw;; (n—1) (4.41)

kde o je zvycajne kladné Cislo nazyvané momentovd konstanta. Pre konvergenciu u¢enia ma
platit 0 < |a| < 1. Pre a =0 algoritmus spatného Sirenia pracuje bez momentovej techniky,
zaporné « sa nezvykne vyuzivat.

Dosledkom vyuzitia momentovej techniky je, Ze ak smer zostupu po chybovom
povrchu é’g/éwji ma rovnaké znamienko po viac iterdcii, tak Uprava vahy bude velka, Cize
momentovy ¢len urychluje zostup po chybovom povrchu. Ak é’g/éwji pocas iteracii zacne
striedat znamienko, Uprava vahy bude mala, ¢o ma stabilizaény efekt pri oscilujicich zmenach
smeru pohybu po chybovom povrchu.

Momentovy ¢len moze Ciastocne aj zabranit procesu ucenia skoncit v lokdlnom minime, toto



vsak nemusi byt pravidlom.

Poznamka: V predchadzajucich dvahach sme parameter rychlosti u¢enia 7 povazovali
za konstantu. V pripade potreby mozno byt tento parameter zadefinovany ako 15, tj. rézny
pre rozlicné spojenia, pripadne rozny pre rozne Casti siete. TieZz je moziné pocas ucenia
niektoré vahy neupravovat.

Vzorkovy a davkovy méd ucenia

Pri pouZiti vzorkového mddu ucenia su vahy upravované po kazdej prezentacii vzorky. Nech
po privedeni n-tej vzorky je AWji(n) zmena vahy W;; . Potom zmena vahy spriemerovana cez
celt trénovaciu mnozinus N vzorkami je

o1 _ &) g3 i(n)
AW, NZ‘A i(n) NZ:;‘ 20, () NZ ()dNJ(n) (4.42)
kde sme vyuzili rovnice (4.18) a (4.8).

Pri ddvkovom mdde ucenia sa vahy upravuju az po privedeni vsetkych vzoriek
trénovacej mnoziny, t.j. po kazdej epoche (epocha je privedenie Uplnej trénovacej mnoziny
pocas ucenia). V tomto pripade je zmena vahy [Hay94]

(4.43)

Z predchadzajucich dvoch rovnic vidime, Ze priemerna zmena vahy AVT/ji je iba odhadom pre
Aw;; davkového modu.

NajcastejSie sa vyuZiva vzorkovy mdd cinnosti, pretoZze vyzaduje menej pamate pre
kazdu vahu, vtomto méde mame tieZ moznost sieti prezentovat vzorky v ndhodnom poradi -
pohyb po chybovom povrchu je v tomto pripade stochasticky, o m6ze zamedzit ukonéeniu
ucenia v lokdlnom minime. Davkovy méd cinnosti vSak umoziiuje presne uréit gradientovy
vektor. Vyber mddu teda zavisi od konkrétnej ulohy.

Kritérium pre ukoncenie ucenia

Vo vseobecnosti sa nedd ukazat, Ze algoritmus spatného Sirenia skonvergoval a tiez nie su
dobre definované kritéria pre ukoncenia ucenia. Existuje niekolko “rozumnych” kritérii pre
ukoncenie Upravy vah. Ich zhrnutie je uvedené napr. v [Hay94].

Tu uvedieme velmi jednoduché, ale zaroven velmi silné a mimoriadne ¢asto pouzivané
kritérium: Po kaZdej iterdcii (pripadne po kazdej epoche trénovania) sa siet testuje z hladiska
generalizacie. Uéenie sa skondi, ked siet uZz generalizuje primerane nasim poziadavkam,
pripadne schopnost siete generalizovat dosiahla svoje maximum, vid kap. 3.2 (rozdelenie
dostupnych Udajov na trénovaciu a testovaciu mnozinu), takyto postup sa nazyva aj vzajomné



overovanie (“cross-validation”).
4.2.2 Zhrnutie algoritmu spatného Sirenia

Ucenie viacvrstvového perceptrénu algoritmom spatného Sirenia je ilustrované na obr. 4.9.
Zahtna doprednu fazu vypoctu a aj fazu spatného Sirenia chyb.
Oznacenie v tomto obrdazku je nasledovné:

W(')véhov{/ vektor neurdnu vo vrstve |

oV prah neurénu vo vrstve |

v vektor vnutornych aktivit neurénov vo vrstve |

y(') vektor funkénych signalov neurénov vo vrstve |

I indexvrstvy, | =0...L, | =0 prevstupnia | = L pre vystupnu vrstvu

B vektor lokalnych gradientov neurdénov vo vrstve |

e chybovy vektor, jeho prvky su e,e,,...,€e,
Uvazujme vzorkovy mdd Cdinnosti. Pre trénovacie udaje {[x(n),d(n)], n=21,2,..., N}
algoritmus prechadza nasledovnymi cyklami:

Krok 1 - inicializdcia: Nastav vahy a prahy siete na malé nahodné cisla.

Krok 2 - prezentdcia trénovacich udajov: Prived do siete trénovacie priklady, ktoré tvoria

jednu epochu. Pre kazdy priklad rob postupnost doprednych a spatnych vypoctov podla

bodov 3 a 4.

Krok 3 - dopredny vypocet: Dodaj sieti trénovaci priklad [x(n),d(n)] Pocitaj funkéné

signaly siete pre jednotlivé neurdny:
p
vi(n) = Zolwgi')(n)yi('l)(n) (4.44)

kde pre i=0 je yé"l)(n) =-1a WEIO)(I’I) = 0}')(n). Ak je sigmoidalnou nelinearitou

logisticka funkcia, potom

| 1
y\(n) = 0 (4.45)

1+ exp(— V] (n))
Ak | =0, potom nastav ygo)(n) = xj(n), ak | = L, potom nastav yﬁ”(n) = oj(n).
Potom pocitaj chybovy signal

& (n) = d;(n)—o;(n) (4.46)

Krok 4 - spdtnd fdza vypoctu: Pocitaj lokalne gradienty O siete, postupne od vystupnej
smerom k vstupnej vrstve:

&1 (n) = & (o, (m[2 -0, (n)] sy
pre neurdn j vo vystupnej vrstve L

o) () =11~ "]l el

pre neurdn j v skrytej vrstve |
Uprav vahy vo vrstve | :

(4.48)



Wi (n+2) = wl () + ps!" (n)y" I (n) + a[wg:>(n) —wi(n- 1)] (4.49)

kde 77 je parameter rychlosti uenia a & je momentova konstanta.
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Obr. 4.9 Doprednd a spéitnd fdza vypoctu pre algoritmus spdtného sirenia [Hay94]



Krok 5 - iterovanie: Iteruj vypocet prezentovanim novych epoch trénovacich prikladov,
pokial sa vahy siete nestabilizuju a priemerna kvadraticka chyba &,, je v minime alebo
v akceptovatelne malej hodnote. Poradie prezentdacie trénovacich prikladov by sa malo
pre r6zne epochy ndhodne menit. Momentova konstanta a parameter rychlosti ucenia
sa s rastlcim poctom iterdcii upravuju (zvycajne znizuju).

4.2.3 Tipy pre zlepSenie Cinnosti algoritmu spatného Sirenia

Casto sa hovori, e ndvrh neurénovej siete vyuzitim algoritmu spatného irenia je viac umenie
ako veda - mnoho faktorov pri trénovani siete je vysledkom osobnej skidsenosti. Aj napriek
tomu vsak existuje zopar moznych spdsobov, ako zlepsit ¢innost tohto algoritmu:

e Sigmoidalna aktivacna funkcia méze byt nesymetrickad - pouzitie funkcie hyperbolicky
tangens moZe niekedy viest k lepsim vysledkom.

e Hodnoty Ziadanych odpovedi pre neurdny vystupnej vrstvy mozu byt z intervalu, ktory ma
hranice posunuté o primeranu hodnotu & od hranic pévodného rozsahu. Napr. pre
logisticku funkciu namiesto intervalu (0,1) vyuzijeme ( z,1- 11).

e |Inicializacia vah a prahov siete by mala byt urobena v hodnotach rovhomerne rozloZenych
v malom rozsahu.

e Parameter rychlosti u¢enia 7 mdéze mat mensiu hodnotu pre posledné vrstvy siete v
porovnani's prvymivrstvami. Plati tiez, Ze neurédny s mnohymi vstupmi by mali mat mensiu
hodnotu 77 ako neurdny s malym poctom vstupov.

e Pre on-line cinnost velkych sieti je vhodnejsi vzorkovy madd cinnosti, ¢o vedie k
rychlejSiemu trénovaniu.

e Poradie vzoriek pre jednotlivé epochy trénovania by sa malo ndhodne menit.

4.2.4 Generalizacia

Pri trénovani siete algoritmom spatného Sirenia o¢akavame, Ze siet zgeneralizuje, t.j. vstupno-
vystupné spravanie siete bude spravne pre vstupno-vystupné testovacie data, ktoré neboli
pouzité pocas trénovania. Termin generalizdcia pochadza z psycholdgie.

Siet mOZeme povaZovat za nelinedrne vstupno-vystupné mapovanie. Z tohto pohladu
sa mbzeme pozerat na generalizaciu nie ako na mystickd vlastnost neurénovych sieti, ale ako
na efekt dobrej nelinearnej interpolacie vstupnych dat.

Na obr. 4.10a su ilustrované doésledky generalizacie siete. Nelinedrne vstupno-
vystupné mapovanie znazornené krivkou je vysledkom ucenia bodov oznacenych ako
trénovacie data. Pod pojmom generalizacia teda rozumieme interpoldciu neurénovou sietou.
Ak sa vsak neurdnova siet udi prilis vela Specifickych vstupno-vystupnych parov, siet moze
zacat memorovat (ucit sa naspamat) tieto Specifické pary a nebude schopnd generalizovat
podobné vstupno-vystupné pary. V tomto pripade je siet pretrénovana (¢asto k tomuto javu
dochadza, ked'siet obsahuje viac skrytych neurénov, nez je skutocne potrebné). Takyto pripad
je znazorneny na obr. 4.10b pre rovnaké trénovacie data ako v obr. 4.10a. Memorovanie je
vlastne vyhladavacia tabulka (“lookup table”), ¢oho dosledkom je, Ze vstupno-vystupné



mapovanie nie je hladké.

x - trénovacie data x - trénovacie data
o - generalizécia o - generalizécia

-,

vystup

-

vystup

nelinedrne
mapovanie

nelinearne
mapovanie

vstup vstup
a) b)

Obr. 4.10 Sprdvna (a) a nesprdvna (b) generalizdcia
4.2.5 Aproximdcia funkcii

Na viacvrstvovy perceptrén trénovany algoritmom spatného Sirenia sa méZzeme pozerat ako
na nastroj umoznujuci implementovat nelinedrne vstupno-vystupné mapovanie. Nech p
znamena pocet vstupnych prvkov viacvrstvového perceptronu a ( je pocet neurénov vo
vystupnej vrstve. Viacvrstvovy perceptron teda reprezentuje mapovanie z p-rozmerného
euklidovského priestoru vstupov do (-rozmerného euklidovského priestoru vystupov (toto
mapovanie je nekonecne vela krat spojito diferencovatelné). Otazkou je, aky je minimalny
pocet skrytych vrstiev, aby viacvrstvovy perceptron implementoval lubovolné spojité
mapovanie.

4.2.5.1 Univerzalna aproximacna teoréma

Univerzalna aproximacna teoréma je zosumarizovana v [Hay94], opiera sa o prace [Cyb89],
[Hor89], [Fun89].

Nech (p() je nekonstantnd, ohrani¢end, monotdnne rastuca, spojitd funkcia. Nech Ip je
p-rozmernd jednotkova hyperkocka [0,1]p. Nech C(I p) znamend priestor spojitych

funkcii na Ip. Potom ak je dand lubovolnd funkcia f € C(I p) a &> 0, tak existuje celé
¢islo M a mnoZina redlnych konstant «;,0,,W;, kde i=L1---,Ma J=1,...,p takych,

Ze méZeme definovat

F(Xl,...,Xp)ziai(p(iWinj —Qij (4.50)
-1

i=1



ako aproximdciu funkcie f (), t.j.
F (%X, ) = F (XX, ) < & (4.51)
pre vsetky {Xl,...xp} € Ip.

Tato teoréma ja priamo aplikovatelnd na viacvrstvovy perceptron. Mozeme konstatovat, ze
logisticka funkcia 1/[1+ exp(— V)] pouzita ako nelinearita pre model neurdnu viacvrstvového
perceptronu je nekonitantnd, ohraniend, monoténne rasttca, spojita funkcia, a teda spiiia
podmienky kladené na funkciu go() Rovnica (4.50) reprezentuje vystup viacvrstvového
perceptronu opisaného nasledovne:

e Siet md p vstupnych prvkov, jednu skrytd vrstvus M neurédnmi, vstupy su {Xl,...Xp} .
e  Skryty neurén 1 ma synaptické vahy {vvil,...,vvip} aprah 6.

e Vystup siete je linedrna kombinacia vystupov skrytych neurénov, kde «,,...,a,, definuju
koeficienty tejto kombinacie.

Univerzdlna aproximacnd teoréma je existencnd teoréma - poskytuje matematické
potvrdenie aproximacie [ubovolnej spojitej funkcie. Rovnica (4.50) zovSeobecriuje
aproximaciu kone¢nymi Fourierovymi radmi. K univerzalnej aproximacnej teoréme je moziné
urobit nasledujuci komentar:

e Tato teoréma hovori, Ze jedna skryta vrstva je pre viacvrstvovy perceptrén postacujuca
na aproximaciu (v medziach presnosti &) danej trénovacej mnoziny reprezentovanej

mnoZinou vstupov Xpyeos X, @ Ziadanym vystupom f (Xl,...,Xp) .

e Teoréma nehovori, i je jedna skryta vrstva optimalna (vzhladom na proces ucenia, Ci
jednoduchost implementacie)

e Teoréma je existenénym dokazom; ¢iZze nehovori, ako pre danu aproximaciu viacvrstvovy
perceptrén skonstruovat

e Teoréma predpoklada, Ze funkcia, ktord ideme aproximovat, je dana a Ze mame k
dispozicii skrytu vrstvu s neobmedzenym pocétom neurénov. Tieto predpoklady su pre
vacsinu aplikacii viacvrstvovych perceptrénov porusené.

Problém s viacvrstvovym perceptrénom s jednou skrytou vrstvou spociva v tom, Ze v
takomto pripade je interakcia neurdénov globalna - je tazké vylepsit aproximaciu v jednom
bode bez zhorSenia aproximacie v inom bode [Hay94]. Viacvrstvovy perceptron s dvoma
skrytymi vrstvami sa mbze z hladiska aproximacie spravat lepsie:

e Lokdlne priznaky su extrahované v prvej skrytej vrstve. Niektoré neurdny prvej skrytej
vrstvy delia vstupny priestor do oblasti (podpriestorov) a iné neurdny tejto vrstvy sa ucia
lokalne priznaky charakterizujuce tieto regiony.

e Globalne priznaky sa extrahuju v druhej skrytej vrstve. Neurény druhej skrytej vrstvy
kombinuju vystupy neurdénov prvej skrytej vrstvy pracujucich na podpriestore vstupnych
dat a ucia sa globalne priznaky pre tento podpriestor; mimo neho nereaguju.



Aproximacné vlastnosti viacvrstvovych doprednych sieti sa neustale Studujd, vid napr.
[Hor91], [Kar92].

4.2.5.2 Univerzalna aproximacia

Aproximacia funkcie pomocou viacvrstvového perceptréonu trénovaného algoritmom
spatného Sirenia s jedinym vystupnym prvkom sa moze zapisat v nasledovnom kompaktnom
tvare:

F(x,w) = 4"[;% (p(zk"wjk (p(...gp(zi"w”xij...)jj (4.52)

kde go() je sigmoidalna aktivacnd funkcia, W,; je synaptickd vaha z neurénu | v poslednej
skrytej vrstve do vystupného neurénu O a tak dalej pre iné synaptické vahy, X; je I -ty prvok
vstupného vektora X. Vahovy vektor W sa vztahuje na celd mnoZinu synaptickych vah
zoradenych podla vrstvy, potom podla neurénov vo vrstve, a potom podla poradového Cisla
vahy v neuréne. Schéma do seba vnorenych nelinedrnych funkcii (v pripade sigmoidalnych
funkcii nazyvana “nested sigmoidal scheme”) podla (4.52) je pre klasicku aproximacnu teériu
neobvykla. Takdto schéma je teda univerzdlnym aproximdtorom - viacvrstvovy perceptron
trénovany algoritmom spatného Sirenia mdze aproximovat fubovolnd spojitu funkciu do
pozadovaného stupna presnosti za predpokladu, Ze k dispozicii je dostatocne vela skrytych
neurénov.



