
 

 

 
 

Kapitola 7 

 

PCA a PCA siete 

 
SAMOORGANIZUJÚCE SA SYSTÉMY ZALOŽENÉ NA 

HEBBOVOM UČENÍ 



 

TÉMY 
 

 PCA 

 Lineárny neurón s Hebbovym učením z pohľadu PCA 

 Samoorganizujúca sa PCA - generalizovaný Hebbov algoritmus 

 Adaptívna PCA využívajúca laterálnu inhibíciu – APEX 

 CPCA (constrained PCA) 

 Ďalšie rozšírenia PCA 
  



 

Extrakcia príznakov 
 

 
 Priestor     Priestor 
 dát       príznakov 
    transformácia 

 dim: p      dim: m=p  
        dim: m<p 
 

       dekorelácia 
       redukcia dimenzie  

 
 

 feature extraction 

 príznak – najdôležitejšia,  charakteristická vlastnosť dát 

 
  



 

 hľadajme takú transformáciu ktorá bude optimálna z hľadiska minimalizácie 
strednej kvadratickej chyby rekonštruovaného a originálneho vektora dát 

 
o analýza hlavných komponentov PCA („principal components analysis") 

 názov používaný v štatistike 
 

o Karhunenova - Loèveho transformácia KLT („Karhunen - Loève transform") 
  názov používaný v teórii stochastických procesov 

 
 
 
  



 

ANALÝZA HLAVNÝCH KOMPONENTOV 
(PCA - principal component analysis) 

 

  Tpxxxx 1210 ,...,,, x  -náhodný vektor dĺžky p,   0xE  

 

  Tpuuuu 1210 ,...,,, u  -jednotk. vektor, na ktorý sa bude robiť projekcia dát 

 

 uxxu
TTa    - projekcia x na u (skalárny súčin x a u) 

 

 štatistické vlastnosti projekcie (náhodnej premennej) a:  
o stredná hodnota 

      0xuxu  EEaE TT  

 
o rozptyl (variancia, disperzia) 

        uRuuxxuuxxu x

TTTTT EEaE  22  

 

korelačná matica Rx 

 



 

 korelačná matica náhodného vektora x (je to štvorcová a symetrická 
matica): 

  TTE xx RxxR   

 

 Rozptyl projekcie a je funkciou jednotkového vektora u: 
 

    uRuu x

TaE   22
 

 
o voľba jednotkových vektorov (ktoré budú tvoriť bázu diskrétnej ortogonálnej 

transformácie) je kľúčová pri extrakcii príznakov 
 

o CIEĽ: nájsť také jednotkové vektory u, pre ktoré bude mať funkcia  u  = 

 2aE  extrémy – lokálne maximá alebo minimá. 

 
  



 

inverzná matica k matici U sa rovná 

transponovanej matici U: 
T

UU 1
 

vektory 
1210 ,...,,, puuuu  sú ortonormálne: 

ji

ji
j

T

i





0

1
{uu  

IUU T
 

Veta: 
 
 
Pre symetrické reálne štvorcové matice existuje taká ortogonálna transformácia U, že 
platí 
 

URU x

T
, kde  110 ,...,,  pdiag    

 

  1210 ,...,,,  puuuuU  - báza lineárnej transformácie 

 

o stĺpce sú vlastné vektory korelačnej matice   TTE xx RxxR   

 
 zodpovedajú vlastným číslam korelačnej matice 

110 ,...,, p  

 

 sú usporiadané podľa veľkosti, 
110 ...  p  a MAX 0  

  



 

 Pre bázové vektory platí 

jk

jkj

k

T

j





0
{


uRu x  

ale zároveň aj 

  jj   u
2

, pre 1,...,1,0  pj  

 

Z uvedeného vyplývajú dve dôležité skutočnosti: 

 Vlastné vektory korelačnej matice xR  náhodného vektora x definujú jednotkové 

vektory ju  - tie reprezentujú hlavné smery, vzhľadom na ktoré majú  ju  

extrémy, 

 prislúchajúce vlastné čísla definujú hodnoty týchto extrémov. 

 
  



 

 
0a  je prvý hlavný komponent – 

projekcia na vlastný vektor korelačnej 

matice, ktorý zodpovedá najväčšiemu 

vlastnému číslu korelačnej matice 

 1a  je druhý hlavný komponent – 

projekcia na vlastný vektor, ktorý 

zodpovedá druhému najväčšiemu 

vlastnému číslu korelačnej matice 

 2a  je tretí hlavný komponent – 

projekcia na vlastný vektor, ktorý 

zodpovedá tretiemu najväčšiemu 

vlastnému číslu korelačnej matice, atď. 

 
Je to aproximácia vektora x vektorom x a platí 

1110 ......   pmm   (vektor a bol skrátený o prvky, 

ktoré poradím zodpovedajú najmenším vlastným číslam). 

Reprezentácia dát 
 

 je p rôznych projekcií: j

TT

jja uxxu  ,    j = 0, 1, …,p-1 

 

  Tpaaaa 1210 ,...,,, a  - vektor hlavných komponentov 

 
 

 ANALÝZA:    xUa
T  

 

 SYNTÉZA:   





1

0

p

j

jja uUax  

 

 REDUKCIA DIMENZIE:  





1

0

'
m

j

jja ux , pm   

  



 

PCA ("principal components analysis"), analýza hlavných komponentov 
 

 

 [Hay94] 
 

 množina dvojrozmerných dát 

 horizontálna a vertikálna os reprezentuje obvyklú súradnicovú sústavu pre tieto dáta 

 Natočené osi označené ako 1 a 2 reprezentujú súradnicovú sústavu získanú pomocou PCA aplikovanej 
na zobrazené dvojrozmerné dáta (sú tam zobrazené aj hustoty pravdepodobnosti dát po projekcii).  

 Projekcia dát na os 1 má maximálny rozptyl, vystihuje charakteristické, význačné príznaky dát; na tejto 
osi vidíme, že ide o dáta pozostávajúce z dvoch zhlukov (“cluster”). Tento význačný príznak dát však 
úplne zaniká pri projekcii na os 2. 

  



 

Postup pri redukcii dimenzie dát 

 
vstupné dáta 

 
korelačná matica Rx 

 
vlastné vektory a vl. čísla matice Rx 

 

ortogonálna projekcia na vlastné vektory 
matice Rx zodpovedajúce najväčším 

vlastným číslam 

  
Pozn.: Výpočet korelačnej matice je náročný, napr. pre vektory dimenzie 1000 bude korelačná matica typu 
1000x1000, bude mať 1000 vl. čísel a 1000 vl. vektorov. Neurónové siete umožňujú robiť tento výpočet 
priamo z dát, bez výpočtu korelačnej matice.  



 

Lineárny neurón s Hebbovym učením z pohľadu PCA 
 
 takýto neurón je filtrom pre prvý hlavný komponent vstupných dát 
 

 

 





1

0

p

i

ii xwy  

 
 Hebbovo pravidlo učenia 
 

        1,...,1,0,1  pinxnynwnw iii   



 

Normalizovanie: 
 

 
     

      









1

0

2

1
p

i

ii

ii
i

nxnynw

nxnynw
nw




 

 

            nwnynxnynwnw iiii  1  

 
  
 pre počet iterácií idúci k nekonečnu 
 

    nn  pre0qw  

 

 0q  je vlastný vektor korel. matice R  a zodpovedá najväčšiemu vlastnému číslu 

0  
 

  



 

Samoorganizujúca sa PCA - generalizovaný Hebbov algoritmus 
 

 

 p  vstupov, m  výstupov, pm   

 neuróny výstupnej vrstvy siete sú lineárne 

 výstup  ny j  neurónu j : 1,...,1,0),()()(
1

0






mjnxnwny
p

i

ijij  

 

 Generalizovaný Hebbov algoritmus GHA 

 
1,...,1,0

1,...,1,0
,)()()()()()(

0 










 

 mj

pi
nynwnynxnynw

j

k

kkijijji   



 

inak zapísané + maticový tvar: 
 

 1,...,1,0,)()()()()( 2  mjnnynnyn jjjj wxw   

kde 

 )()()()(
1

0

nynnn k

j

k

k




 wxx  

 nx  je modifikovaná verzia vstupného vektora 

 
 

 Neurón 0 
 

   nnj xx  :0  

 
redukuje sa na algoritmus pre jediný neurón - z  nx  extrahuje prvý hlavný 

komponent 
  



 

 Neurón 1 
 

       nynnnj 00:1 wxx   

 
Neurón 0 už skonvergoval k prvému hlavnému komponentu, neurón 1 dostáva 

vstupný vektor  nx , z ktorého je už odstránený prvý vlastný vektor korelačnej 

matice R  
 

Neurón 1 extrahuje 1. hlavný komponent vektora  nx  - čiže 2. hlavný komponent 

originálneho vstupného vektora  nx  



 

Neurón 2: 
 

           nynnynnnj 1100:2 wwxx   

 
Neuróny 0 a 1 už skonvergovali k prvému a druhému hlavnému komponentu 
 

Neurón 2 dostáva vstupný vektor  nx , z ktorého je už odstránený prvý a aj druhý 

vlastný vektor korelačnej matice R  

Neurón 2 extrahuje 1. hlavný komponent vektora  nx  - čiže 3. hlavný komponent 

originálneho vstupného vektora  nx  

 
 

 Podobne sa dá pokračovať aj pre ďalšie neuróny siete 
... 

 
  



 

 
 

 Každý výstupný neurón reprezentuje odpoveď na určitý konkrétny vlastný vektor 
korelačnej matice vstupného vektora 

 

 Výstupy jednotlivých neurónov sú zoradené zostupne podľa vlastných čísel 
korelačnej matice 

 
 
 
 

 Takéto vysvetlenie činnosti - pre pochopenie činnosti. Reálna činnosť siete je taká, 
že všetky neuróny siete konvergujú súčasne a celková doba učenia je kratšia ako 
keby sa vždy trénoval postupne iba jeden neurón. 



 

Zhrnutie GHA 
 

Krok 1: Inicializuj v čase 1n  synaptické váhy 
jiw  siete na malé náhodné hodnoty. 

Parameter rýchlosti učenia   nastav na malé kladné číslo. 

 
Krok 2: Pre 1,...,1,0a1,...,1,0,1  pimjn  počítaj 

 





1

0

)()()(
p

i

ijij nxnwny  

 







 



j

k

kkijijji nynwnynxnynw
0

)()()()()()(   

kde  nxi
 je i -ty prvok vstupného vektora  nx  typu 1p  a m  je počet žiadaných hlavných 

komponentov. 
 
Krok 3: Inkrementuj n, choď na krok 2 a pokračuj, pokiaľ váhy 

jiw  nedosiahnu ustálené 

hodnoty. Pre veľké n synapt. váha 
jiw  neurónu j  konverguje k i -temu prvku vlastného 

vektora zodpovedajúceho j -temu vlastnému číslu korelačnej matice vst. vektora  nx . 

  



 

Adaptívna PCA využívajúca laterálnu inhibíciu - APEX 
 
 APEX - adaptive principal component extraction 
 aj antihebbovské spätnoväzbové spojenia 
 algoritmus APEX - pre rekurzívny výpočet hlavných komponentov 
 ak máme k dispozícii prvých j  hlavných komponentov, potom APEX vie vypočítať  .1j  

hlavný komponent iteratívnym spôsobom 
 

 
 

Sieť s laterálnymi spojeniami využívajúca algoritmus APEX 
 
 výstupné neuróny sú lineárne 



 

 Dva druhy synaptických spojení: 

 Dopredné spojenia vstupných prvkov siete a výstupných neurónov 
Váhový vektor neurónu j  je 

        T
pj nwnwnwn 110 ,...,, w  

podľa Hebbovho pravidla učenia, excitačné 

 Laterálne spojenia z výstupov jednotlivých neurónov 1,...,1,0 j  do neurónu j  

zavedie sa spätná väzba 
spätnoväzbový váhový vektor 

        T
jjjjj nananan 1,10 ,...,, a  

podľa antihebbovského pravidla učenia, inhibičné 
 
 Výstupný neurón j : 

          nnnnny j

T

j

T

jj 1 yaxw  

kde    nnT

j xw  je príspevok od dopredných spojení 

   nn j

T

j 1ya  je príspevok od laterálnych spojení siete 

 
 Spätnoväzbový vektor:  

         T
jj nynynyn 1101 ,...,,  y   



 

 Rovnice pre úpravu váh: 

             nnynnynn jjjjj wxww
21    

             nnynnynn jjjjjj ayaa
2

11    

 
 
 
 Konvergenčná teoréma 

Ak sa parametru rýchlosti učenia   priradí dostatočne malá hodnota zaručujúca pomalú 

úpravu váhových vektorov, potom 
  

jj
n

n qw 


lim  

a 

  
jj

n
n  



2lim  

kde jq  je normalizovaný vlastný vektor korelačnej matice R , j  je zodpovedajúce vlastné 

číslo,     nyEn jj

22   a 0...... 110  pj  . 

Inak povedané, ak sú dané vlastné vektory 110 ,...,, jqqq , potom neurón j  siete počíta 

nasledujúce najväčšie vlastné číslo j  a zodpovedajúci vlastný vektor jq . 



 

Zhrnutie algoritmu APEX 

Krok 1: Inicializuj v čase 1n  vektor dopredných váh jw  a vektor spätnoväzbových váh ja  

siete na malé náhodné hodnoty. Parameter rýchlosti učenia   nastav na malé kladné číslo. 

 
Krok 2: Nastav 0j  a pre ,...,2,1n  počítaj 

    nny T
xw00   

     nnynnynn 0

2

000 )()()()1(
0

wxww   , 

kde  nx  je vstupný vektor. Pre veľké n  platí 

  
00 qw n , 

kde 
0q  je vlastný vektor zodpovedajúci najväčšiemu vlastnému číslu korelačnej matice 

vektora  nx . 

 
Krok 3: Nastav 1j  a pre ,...,2,1n  počítaj 

         T
jj nynynyn 1101 ,...,,  y  

          nnnnny j

T

j

T

jj 1 yaxw   

             nnynnynn jjjjj wxww
21    

             nnynnynn jjjjjj ayaa
2

11    

 



 

Krok 4: Inkrementuj j , choď na krok 3 a pokračuj až po 1 mj , kde m  sa rovná počtu 

požadovaných hlavných komponentov. Pre veľké n  platí: 

  
jj n qw     0a nj , 

kde jq  je vlastný vektor zodpovedajúci najväčšiemu vlastnému číslu korelačnej matice 

vektora  nx . 

  



 

Pozn.: APEX – využiteľný pre všetky aplikácie PCA, navyše CPCA (constrained PCA) 
 
 
 
 
 

Ďalšie rozšírenia PCA 
 

 2D-PCA  (2-dimensional PCA) 

 (PC)2A 

 E(PC)2A  (enhanced (PC)2A) 

 SPCA  (singular-value-perturbed PCA) 

 APCA   (adaptive PCA) 



 

Matlab – STPRTool: 
 

o  PCA 
 STPRTool, pp28.m 

 

 



 

LDA 
 STPRTool, pp30.m  

 
 

    
 
 
 

 

 



 

 

 

PCA A PCA SIETE 

 
7.1 Analýza hlavných komponentov 

 

 Hľadajme takú transformáciu ktorá bude optimálna z hľadiska minimalizácie strednej 

kvadratickej chyby rekonštruovaného a originálneho vektora dát. Výsledok nás privedie k 

analýze hlavných komponentov PCA („principal components analysis") [Hay94], čo je bežný 

názov pre tento postup používaný v štatistike; v teórii stochastických procesov sa často hovorí 

o Karhunenovej - Loèveho transformácii [Ros82]. 

Nech  Tpxxxx 1210 ,...,,, x  je náhodný vektor dĺžky p, ktorý reprezentuje vstupné dáta. 

Predpokladajme, že jeho stredná hodnota je nulová, t.j.   0xE . V prípade, že   0xE  je 

možnosť strednú hodnotu odpočítať z dát pred analýzou. 

Nech  Tpuuuu 1210 ,...,,, u  je jednotkový vektor ( 1 uuu
T ), na ktorý budeme robiť 

projekciu vektora x. 

Ďalej nech 

 

uxxu
TTa          (7.1) 

 

je projekcia vektora x na jednotkový vektor u, je to teda skalárny súčin vektorov x a u. 

 Štatistické vlastnosti projekcie (náhodnej premennej) a sú nasledovné: Jej stredná 

hodnota je 

 

       0 xuxu EEaE TT        (7.2) 

 

a jej rozptyl (variancia, disperzia) je  

 

         uRuuxxuuxxu x

TTTTT EEaE  22     (7.3) 

 

kde 

 

   TTE xx RxxR          (7.4) 

 

je korelačná matica náhodného vektora x (je to štvorcová a symetrická matica). 

Rozptyl projekcie a je teda funkciou jednotkového vektora u, čo symbolicky zapíšeme 

 

     uRuu x

TaE   22        (7.5) 

 



 

a znamená to, že voľba jednotkových vektorov (ktoré budú tvoriť bázu diskrétnej ortogonálnej 

transformácie) je kľúčová pri extrakcii príznakov. Cieľom je nájsť také jednotkové vektory u, 

pre ktoré bude mať funkcia  u  extrémy – lokálne maximá alebo minimá. 

Riešenie je ukryté vo vlastných vektoroch a vlastných číslach korelačnej matice 
xR : 

Pre symetrickú reálnu štvorcovú maticu existuje taká ortogonálna transformácia U, že platí 

[Bir79] 

 

URU x

T ,         (7.6) 

 

kde 

 

  1210 ,...,,,  puuuuU        (7.7) 

 

je ortogonálna matica predstavujúca lineárnu transformáciu s bázovými vektormi 

1210 ,...,,, puuuu , ktoré sú vlastnými vektormi matice Rx a sú ortonormálne: 
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Keďže podľa (7.8) platí, že IUU T , kde I je jednotková matica, potom inverzná matica 

k matici U sa rovná transponovanej matici U: 

 

 T
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Matica   zo vzťahu 7.6 má tvar 

 

 110 ,...,,  pdiag         (7.10) 

t.j. je to diagonálna matica obsahujúca na hlavnej diagonále vlastné čísla matice Rx. 

V týchto zápisoch usporiadajme vlastné čísla zostupne 

 

( 110  p   a 
MAX 0

)      (7.11) 

 

a vlastné vektory usporiadajme podľa ich zodpovedajúcich vlastných čísel. 

Pre bázové vektory platí 
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a podľa (7.5) aj 



 

 

 
jj   u

2 , pre j p 0 1 1, ,..., .     (7.13) 

 

Z uvedeného vyplývajú dve dôležité skutočnosti: 

 Vlastné vektory korelačnej matice 
xR  náhodného vektora x definujú jednotkové 

vektory ju  - tie reprezentujú hlavné smery, vzhľadom na ktoré majú  ju  extrémy 

 Prislúchajúce vlastné čísle definujú hodnoty týchto extrémov 

 

Reprezentácia dát 

Pretože existuje p rôznych jednotkových vektorov, môžeme zadefinovať p rôznych projekcií 

na tieto vektory 
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Usporiadajme tieto projekcie do vektora 

 

  Tpaaaa 1210 ,...,,, a         (7.15) 

 

a platí: 

 
0a  je tzv. prvý hlavný komponent – projekcia na vlastný vektor korelačnej matice, ktorý 

zodpovedá najväčšiemu vlastnému číslu korelačnej matice 

 1a  je druhý hlavný komponent – projekcia na vlastný vektor, ktorý zodpovedá 

druhému najväčšiemu vlastnému číslu korelačnej matice 

 2a  je tretí hlavný komponent – projekcia na vlastný vektor, ktorý zodpovedá tretiemu 

najväčšiemu vlastnému číslu korelačnej matice, atď. 

Analýza dát (dopredná transformácia) sa dá zapísať v tvare 

 

 xUUxa
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a syntéza dát (rekonštrukcia originálneho vektora x z projekcií aj, spätná transformácia) v 

tvare 
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Jednotkové vektory uj teda tvoria bázu priestoru dát a vektor x je ich lineárnou kombináciou. 

 

Redukcia dimenzie 

Zanedbajme vo vzťahu (7.17) lineárne kombinácie s malým rozptylom: 
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Je to vlastne aproximácia vektora x vektorom x  a platí 1110 .   pmm    

(vektor a bol skrátený o prvky, ktoré poradím zodpovedajú najmenším vlastným číslam). 


